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مقدمة الطبعة الثانية 


يسم الله الرحمن الرحيم والصلاة والسلام على رسوله الأمين وبعد. 

إنه من دواعي السرور أن تبدي جامعة الملك سعود اهتماما كبيرا في نشر كتب 
متخصصة باللغة العربية؛ فالشكر الحزيل لجامعة الملك سعود وللقائمين على Leal jlo]‏ 
هذه الخطوة المباركة التي نرجو أن تعطي. بعون الله» ثيارها سريعا فيترسخ التدريس 
باللغة العربية وتكون فاتحة خير للتقدم العلمي. 

لاتزال المكتبة العربية شبه خالية من كتاب في البرمجة الخطية وتطبيقاتها. لقد 
كان هدف هذا الكتاب إبراز جمال الجبر الخطي واظهار قيمته العلمية والتطرق إلى 
بعض تطبيقاته العديدة. الكتاب لم يخرج عن كونه» وفقاً لعنوانه» أسسا رياضية للبريجة 
الخطية. إن الروح لم تتغير ولهذا السبب فإننا م نعير اهتماما للبريجة المحدبة أو البرمجة 
التربيعية أو البرمجة غير الخطية أو البرمجة الديناميكية أو مسائل الأمثلية المعقدة أو 
طرائق الذكاء الاصطناعي. لقد توسعنا قليلا في توضيح أسلوب التعامل مع البرمجة 
الصحيحة. وكذلك عرضنا مثالا لشرح طريقة كارماركر ووجهنا القارئ إلى مراجع 


5 مقدمة الطبعة الثانية 


مستفيضة في دراسة الأنواع المختلفة من البرمجة مثل كتاب ]3[ Nonlinear)‏ 
Bazaraa (Programming‏ وكتاب Taha. (Operation Research)[5]‏ 

كنا نتمنى أن ندرج b‏ & اللعب ضمن تطبيقات البرمجة الخطية وخصوصاً أن 
هذه النظرية أخذت فى السنوات الأخيرة أهمية كبيرة؛ نظراً OY‏ العديد من مسائل 
الاقتصاد صيغت على lel‏ مسائل تابعة لنظرية اللعب. كذلك كنا نود أن نظهر 
الارتباط الوثيق بين ثلاثة مواضيع في الرياضيات: مسائل الأمثلية ومسائل التقريب 
وأخيرا المعادلات التفاضلية. إن هذه العلاقة الوثيقة بين هذه المواضيع تتيح الفرصة 
للاستفادة من النتائج المعروفة في أحد هذه المواضيع في معالجة المواضيع الأخرى. لعل 
هذه الأمنيات تتحقق يوماء إلا أنك إذا نظرت إلى الطبعة السابقة فإنك ستجد تغيرا 
قد حصل» فهناك سلسلة كاملة من التحسينات والتصويبات والإضافات قد ثمت. 
ويعود الفضل فى ذلك إلى توجيهات المحكمين الأفاضل. كما أننا قد وضعنا طلابنا 
الأعزاء أمام أعيننا أثناء إجراء هذه التعديلات» إليهم Lege‏ نتوجه بالشكر والعرفان. 


نأمل من الله أن نكون قد أدينا الأمانة على خير وجه. 


المؤلفون 


مقدمة الطبعة الأولى 
Introduction‏ 
تختص de I‏ الخطية بإيجاد القيمة العظمى أو القيمة الصغرى UY‏ خطية n ols‏ 
متغير حقيقي بحيث تخضع هذه المتغيرات إلى شروط خطيه على شكل متباينات أو 
معادلاث. 
والبرمجة الخطية فرع حديث من فروع الرياضيات كانت بدايته الحقيقية عام 
1م Live‏ تمكن Dantzig‏ من إيجاد طريقة عمليه لحل مسألة de SI‏ الخطية 
عرفت باسم طريقه السمبلكس. وقد لاقت هذه الطريقة نجاحا باهرا وحظيت 
باهتمام شديد وفتحت GUI‏ أمام العديد من التطبيقات الاقتصادية والعسكرية. 
وأخذ التفاعل بين الدراسات النظرية والمسائل التطبيقية يتزايد بشكل يندر وجوده في 
فرع آخر من فروع الرياضيات. ومازالت البرمجة الخطية في مراحل التطور المستمرة. 
ففي السنوات القليلة الماضية ظهر اهتام متزايد لإيجاد طرائق بديلة عن طريقة 
السمبلكس» فظهرت طريقة مجسم القطع الناقص عام 91/4١م‏ التي تعتبر ذات أهمية 


رياضية كبيرة إلا BEDE‏ من الناحية العملية بنجاح كبير. 


مقدمة الطبعة الأول 
Lal Sha,‏ طريقة المجموعة الفعالة Active set method‏ وهي مكافئة 
لطريقة السمبلكس مع وجود متغيرات إضافية. بالإضافة إلى طرق تعتمد على فك 
المصفوفات وقد اقترحت للتحكم في الخطاء بشكل أكثر فعالية. في هذا البحث 
مكو ن الدواسة Ladd‏ هل طريقة السميلكس: 

LI‏ تطبيقات البرمجة الخطية فهي عديدة ومهمة» فشركات البترول تهتم بمزج 
أصناف مختلفة من البترول الخام بنسب معينة» كي تضاعف أرباحهاء وتم المهندس 
الزراعي بتخطيط الأرض الزراعية لتأتي له بالربح الأوفر. 

يسعى المختصون بالتحليل العددي للحصول على تقريب أمثل للدوال 
المتصلة. ولرجال الاقتصاد اهترامات عديدة فى de SI‏ الخطية» وقد ملحت جائزة 
نوبل في الاقتصاد عام 415١م‏ لعالمين استخدما البرمجة الخطية وسيلة للتطبيق في هذا 
المجال. 

إلا أن de JI‏ الخطية ليست مجرد وسيله مهمة للتطبيقات» ولكنها كذلك 
دراسة رياضية للمتباينات الخطية. وطريقة السمبلكس التي Dantzigkeul‏ لا 
تنحصر أهميتها في كونها وسيلة لحل مسائل البرمجة الخطية لكنها مهيأة كذلك لدراسة 
مواضيع مهمة ها صلة بالبرمجة الخطية fre‏ موضوع الثنائية وموضوع حساسية 
الحلول تجاه تغبرات المعطيات. 
إن موضوع البرمجة الخطية عادة يعرض في صياغة اقتصادية أو هندسيه دون التعرض 
للخلفية الرياضية الأساسية والتي سنسعى لتوضيحها في هذا الكتاب. 

إن من أهم استخدامات الحاسب DY)‏ هو حل المشاكل الرياضية التي كان 
من الصعب حلها VI‏ وجود الحاسب الالي» وسوف نقوم باستخدام برنامج 


مقدمة الطبعة الأول + 


MATLAB SGU‏ في حل ورسم البرامج الخطية التي سوف ندرسها فى هذا الكتاب. 
وسنشرح في ملحق الكتاب برنامج الماتلاب وكيفية استخدامه في حل البرامج ALL‏ 
وذلك في ملحق (آ). وأما في الملحق (ب) فسوف نسرد بعض البرامج الأساسية التي 
تساعدنا في حل البرنامج الخطي. وني ملحق (ج) نذكر بعض من أوامر الماتلاب. 
وأخيرأء فإن هذا الكتاب صمم لكي يدرس في السنوات الأخيرة من الدراسة 

الجامعية» وخلال فصل دراسى واحد. إلا أنه صالح للتدريس في بداية المرحلة 
الجامعية» وكذلك للقارئ المستقل الذي لديه معلومات أساسية في مبادئ الرياضيات. 
كا أن هذا الكتاب يُعد مدخلا إلى مواضيع أكثر تقدماً في AEN‏ مثل البرمجة غير 
الخطية ونظرية التحكم وغيرها. 

وفي الختام ندعو الله العزيز الكريم أن نكون قد وفقنا بعملنا هذا الذي نأمل أن 
ينفع الله به ويجعل لنا فيه ثواباً من عنده. وإن كان هناك نقص أو قصور وهذا من 
طبيعة عمل البشر فإننا نسأل الباري عز وجل عفوه ومغفرته فالكمال لله وحده. 

ails‏ الموفق 
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البرمجة الرياضية 


Mathematical Programming 


)\ ,\( مقدمة Introduction‏ 
البريجة الرياضية تعرف بأنها العلم الذي يبحث في تحديد القيمة العظمى أو القيمة 
الصغرى لدالة ote‏ تسمى دالة !4 Als «Objective function‏ تعتمد على عدد 
نبائي من المتغيرات. هذه المتغيرات قد تكون مستقلة عن بعضهاء أو قد تكون 
مرتبطة مع بعضها با يسمى القيود -Constraints‏ ومن الطبيعي أن تتم البرمجة 
الرياضية بدراسة طرائق الحل وكيفية بنائها. 
مثال 
ليكن البرنامج الرياضى التالي: 


minimize Z=X, TX, 
subject to Xxx > 3 
x, 20 


y‏ الأسس الرياضية للبريجة الخطية 

هذه مسألة بر جه رياضية أو أمثلية Optimization‏ لدالة اهدف > . المتغبران هما ,× و 
Ly cx,‏ مقيدان بالشرطين المذكورين أنفا. إنه من المرغوب فيه إيجاد قيم ,× 
ف Xa‏ الت خفض dont oy‏ دالة الهمدف» ضمن القيود المعطاة. 

أن الصياغة العامة للبريجة الرياضية تأخذ الشكل التالى: 


optimize (minimization or maximization) 


Fa — f(x, er A 
subject to (s. t.) 


1 5" ود داع 

EN 5 47 
> . 

x, ) b‏ وو بوتا 


يعتبر علم البريجة من العلوم الحديثة» فقبل عام ٠145م‏ لم يكن هناك طرق 
كثيرة لحل البرامح الرياضية في عدة متغيرات. ولكن وبعد ظهور الحاسب SY)‏ 
ظهرت طرائق عديدة لحل مشكلات de J)‏ الرياضية. ففى الفترة ما بين NAE‏ 
5م شهد العالم تقدما كبيراً في فرع مهم من فروع الأمثلية ويعرف بالبرمجة الخطية. 
ثم بعد ذلك ظهرت طرائق لحل مسائل البرمجة الرياضية بمعظم أشكاها. 

إن للبرمجة الرياضية تطبيقات عديدة ومهمة في مختلف مجالات الحياة: في 
العلوم» وال هندسة» والرياضيات» oles Vly‏ والتجارة وغيرها. نذكر منها: 

| - تصميم المفاعالات الكيميائية. 


البرجة الرياضية ۳ 
-Y‏ صناعة البالاستيك. 
mi‏ تصميم حر ols‏ الطائرات. 
8 - تصميم المباني والجسور. 
ه- مسائل النقل والإنتاج. 
وهناك استخدامات للبريجة الرياضية ف فروع التحليل العددى pb‏ 


Data fitting البيانات‎ doe -١ 

-Y‏ المعادلات التفاضلية العادية غير الخطية. 
هذه فقط أمثلة بسيطة على التطبيقات العديدة de UU‏ الرياضية. 

ولكى نعطي فكرة عن chsh JI del‏ نأخذ في ne‏ الاعتبار مسألة 
النقل: في إحدى الدول هناك سبعة مصانع سكر. ينتج المصنع F,‏ كمية من 
السكر في الشهر الواحد مقدرها,» طناً. هناك BOW‏ موقع في تلك الدولة. 


يحتاج الموقع G,‏ كمية من السكر في الشهر الواحد مقدارها b,‏ طناً. نفترض أن 


300 7 
a, => b,‏ < (الكمية المنتتجة من السكر خلال شهر تساوي الكمية 
i=l k=l‏ 


المستهلكة). لتكن ,© هي تكلفة نقل طن واحد من المصنع ,7 إلى الموقع 
,6 . والمطلوب هو تحديد كمية السكر × التي ينبغي نقلها من المصنع F,‏ إلى 
الموقع ,6 بحيث تكون تكلفة النقل الكلية أقل ما يمكن. 


/ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


Linear Programming الرغة الخطية‎ (\, Y) 


أكثر أنواع البرامج الرياضية سهولة هي التي تكون فيها الدوال 
SOXA)‏ و )...8,0,2 (i=1,2,... m)‏ خطيه أي OF‏ 


Feransa, act TCX, TTC X 


re UE 


g (XX, (=a. x, +a x, ++ +a, x 


حيث إن c‏ و ره )1,2,...,0= j‏ 1,2,...,25 =( ثوابت معلومة» تعرف المعاملات 
C;‏ دمعامالات التكلمة .Cost coefficients‏ هذا النوع من البرامح يعرف بالبرنامح 
PRES‏ 


Integer Linear Programming الخطية الصححة‎ 4s Jl (1Y) 

البرنامج الخطي الصحيح هو عبارة عن برنامجح خطي مضاف إليه شرط Bhs}‏ 
وهو أن المتغيرات عبارة عن أعداد صحيحه. مثل ote‏ العاملين أو عدد الآلات في 
مصنع. عادة ما تحتوي البرامج الرياضية على متغيرات صحيحة وأخرى تأخذ قيم 
الطرائق المشهورة لحل البرامح الصحيحة أو المختلطة طريقة التفريع والتحديد 
„Branch and bound method‏ 

کا jus‏ هنا أن نذكر طريقة المستوى القاطع (Cutting plane algorithm)‏ حيث 


يتم بداية غض النظر عن كون المتغيرات أعداداً صحيحة ويتم إيجاد الحل الأمثل الذي 


البرمجة الرياضية : 
غالبا ما يشمل أعدادا غير صحيحة. وبعدئذ تبدأ المرحلة الثانية بإدخال شروط 
اضافية على المسألة تسمى القواطع؛ وذلك ty,‏ تقريب الحل الأمثل الذي 

لنا عليه في المرحلة الأولى كي يصبح أعداداً صحيحة. انظر [5] Taha‏ 


Nonlinear Programming غير الخطية‎ A= J ae 
يفترض عاد أن الربح الصافي يتناسب طرداً مع الكمية المنتجة أي أن‎ 
تأثير‎ ols الأمر‎ aaam t أنه‎ YI Zul Se Ci الربح عبارة عن شرع حيرت‎ 
عا ذكر آنفا وأقرب أن‎ Ae العرض والطلب وإمكانية تغير الكلفة يجعل الربح‎ 


يكون على النحو التالى: 


البرنامج غير الخطي هو البرنامج الرياضي بشكله العام» حيث تكون دالة 
الحدف أو القيود أوكلاهما غير خطية. ونعتقد أن ssi‏ الطرق شيوعاً لحل 
البرنامج غير الخطى هى طريقة دوال الجزاء والحد التكرارية 
-Sequential Penalty and barrier functions‏ وهو أصعب أنواع البرمجة حيث ل 
Ge‏ حتى OY‏ على أمثل طريقة لحل هذا النوع من البرامج الرياضية. انظر 


.Bazaraa [3| 


- الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


i2 JI (\,0)‏ الديناميكية Dynamic Programming‏ 
البرمجة الديناميكية هي نوع من الأمثلية التي تطبق بشكل خاص على المسائل 
التي تتطلب متتالية من القرارات المترابطه» يحول كل قرار منها الوضع ال حالي إلى وضع 
جديد. فهناك إذن متتالية من القرارات تؤدي إلى متتالية من الأوضاع. 
وتسعى البرمجة الديناميكية إلى البحث عن تلك القرارات التي fat‏ دالة معينة 
أعظمية (أو أصغرية). فعلى سبيل المثال لنفترض أنك تعيش في مدينة يتم السير في 
شوارعها ol FL‏ واحد وإنك تود الانتقال من مكان 4 إلى مكان PLB‏ جهد ممكن 
(ربها في أقل وقت ممكن) oly‏ هناك عشرين طريقا Lak?‏ للانتقال من 4 إلى 8 . إن 
إيجاد طريقة فعالة للوصول من 8 إلى 8 بأقل جهد ممكن هي مما تسعى إليه البرمجة 
الديناميكية. 
إن إيجاد طريقة ناجعة للوصول من ۸ إلى 8 بأقل جهد ممكن هي من ضمن 
ماتسعى إليه البرحة الديناميكية (Shortest — Route Problem)‏ . انظر .Taha[5]‏ 


GY Syed) 


daball البرمجة‎ 


Linear Programming 


Introduction 44% (¥, 4)‏ 
ندرس في هذا الباب عدداً من الأساسيات المتعلقة بالبرمجة الخطية. ففي البداية 
سندرس بشكل مختصر بعض المسائل التطبيقية التي يمكن أن تظهر في كثير من 
التطبيقات العملية وسندرس بعض هذه المسائل بشكل موسع في الباب السادس. 
إن de NUL‏ الخطية عادة ما يعبر عنها على النحو التالم: 


min f(x)= cx 
5. E. 


Ax = 


حيث × متجه من R”‏ وكذلك ©. A Ll‏ فهي مصفوفة من نوع by MXN‏ متجة 


i 


FFE 


من F(x) OLR”‏ تسمى دالة الهدف وهي دالة خطية و طا < حه هى مجموعة قيود 
على شكل علاقات رياضية خطية» بالإضافة إلى ذلك هناك شرط عدم bd Lee‏ 


A‏ الأسس الرياضية للبريجة الخطية 


المتغيرات و as pall‏ ب 20 x‏ والتي تعني أن ae‏ مركبات x‏ أكبر من أو تساوي 
الصفر. 


Some linear programming models 443 بعض ناذح البرعة‎ (Y, Y) 

يتضمن هذا الفصل بعض الناذج التي تبين طبيعة البرمجة الخطية. وسوف تتم 
صياغتها بشكل رياضي مما يتيح إبراز الصياغة الرياضية القياسية للبرمجة الخطية. 
سنعطي OYI‏ مثالاً تطبيقياً على البرنامج الخطي» ثم ننتقل إلى النماذج الخطية بعد ذلك. 
مثال ١(‏ ,۲ , ؟) 

على قطعة معينه من الأرض نود أن نبنى عدة مساكن» ونود أن تكون بعض 
هذه Old GLI‏ أدوار ant‏ ونرمز لعددها بالرمز x‏ وبعضها الآخر ذات دورين 
ونرمز لعددها بالرمز y‏ فكم ينبغى أن يكون عدد النوع الأول من هذه المباني وكم 
ينبغي أن يكون عدد النوع الآخر كي تستوعب أكبر عدد من السكان» (dhe‏ أن 
المعطيات مبينة في الجدول SGV‏ 


600,000 





3 الخطية‎ ig i 


ثم إن المبلغ المتوفر هو: 18,000,000 دولار» وساعات العمل المتيسرة 4500 ساعة 
ومساحة الأرض الكلية تبلغ 0 متر مربع . 
إن الصياغة الرياضية هذه المسألة هى كا يلى: 
max 30x+12y‏ 


s. t 800x + 600y < 42,000 
120x + 60y < 4500 


600,000x« + 200,000 y < 18,000,000 


y ,×‏ عددان صحيحان غير سالبين 
وعند حل هذه المسألة يتيين أن الحل الأمثل يتحقق عندما تكون 15= y - 45, x‏ 
\o sl‏ مبتى من خندسة gh gal‏ وت مبنی من دورين ويتبقى 300m‏ دول أن تبنى . 
(١75؟) gull‏ ذج الأو ل (مسألة التغذية) The Diet Problem‏ 

تود إدارة الخدمات في إحدى المؤسسات تأمين وجبه غذائية من قائمه تحتوى 
على n‏ نوع من الأطعمة بحيث تحتوي على كميات معينة من 77 نوع من الفيتامينات 
وتكون تكلفة الوجبة أقل ما يمكن. لنرمز ب © لكمية الفيتامين من النوع ¡ في 
وحدة الطعام ز» ولنرمز ب ,8 لكمية الفيتامين من النوع i‏ التي يجب أن تحتويها 
الوجبة» و لنرمز ,© لتكلفة الوحدة من الطعام j‏ . والمطلوب هو تحديد الكميه x‏ 
من نوع الطعام ‏ بحيث تكون حلا للبرنامج الآتي: 


| الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


Li 
7 O 
j=l 


S. E. 
M i 
pe I. 
=1“, 
Xx, ZÛ / j 





إن البرنامج الخطي الخاص ببذه المسألة هو : 


min 2X -T 3x + x, 
S. t. 


10x, +15x, + 10x, > 0 
100x, + 10x, + 10x, > 0 
10x, +100x, + 10x, > 10 


ne ere U 


١ الخطية‎ ie 


حيث × تمثل عدد اللترات من الحليب ورد BE‏ كمية اللحم بالكيلوغرام 
ود تمثل عدد sl‏ 
(Y, Y, Y)‏ النموذج الثاني (مسألة الإنتاح) The Production Problem‏ 

مصنع ينتج 7 صنفاً ويحتاج في سبيل ذلك إلى m‏ من المواد الخام. كل 
صنف يحتاج إلى كمية معينة من كل مادة خام. لنرمز ب © إلى كمية المادة الخام 
¡ التي تحتاجها الوحدة من الصنف 7 . ولتكن b‏ هي الكمية المتوفرة من 
المادة ¡ ولنفترض أن ,© هو ربح الوحدة من الصنف7 والمطلوب هو تعيين 
الكميه ,× من الصنف المنتح j‏ بحيث يصبح الربح Lei, SLAY‏ أعظم ما 
يمكن» مع مراعاة أن الكمية المتوفرة من المادة 7 هي cb,‏ ولذلك فإن الصياغة 
الرياضية لمسألة الإنتاج تأخذ الشكل التالي: 


max CA, 
j=l 
1 
Day X Sb, 8 او ,1ح‎ 
S.t. j=l : 
j - 
.ع‎ 20 


۲ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


فعلى سبيل المثال لنأخذ المعطيات المبينة في GM Jaah‏ 


كمية المادة الخام اللازم cy‏ وحدة من الصئف | كمية المادة 


المادة الخام 
الصنوبر 





إن البرنامج الخطى الخاص ode‏ المسألة هو : 


max 160x, + 2103 + 100x, 
S. Û. 
3x, + ررك‎ +2x, S57 


2X, +X, + پچ‎ 52) 
4X, +x, +4x, > 3 


وو ر×, x,‏ أعداد صحيحة غير سالبة 
حت X‏ نمثل تیا د الكراسى و Se As Xa‏ الطاولاات § Na‏ تمثل عدد الدواليب. 
(Y, 7,7)‏ الثمو دج الثالث (مسألة النقل ( The Transportation problem‏ 

في إحدى الدول يوجد 7 فرع لمصنع سكر. الفرع i‏ ينتح ,6 طنا من 
السكر: توزع كميات السكر هذه على «th. n‏ المنطقة j‏ تحتاج إلى b,‏ طنا من 


iT ا‎ 


السكر ف الشهر الواحد. ولنفترض أن كميات السكر المنتجة تستهلك حيعهاء أى 
أن: 
rai = 2‏ 
i=l] j=]‏ 


ليكن Cy‏ هي تكلفة نقل طن واحد من الفرع i‏ إلى المنطقة j‏ . والمطلوب هو محديد 


كمية السكر ,× التي ينبغي نقلها من المصنع 1 إلى المنطقة j‏ بحيث تكون تكلفة 
النقل الكلية أقل ما يمكن. بمعنى أنه علينا أن نحقق البرنامج الآتي : 


fl‏ د 
min > Ci Xj;‏ 
i=l j=l‏ 
ا .8 
ii‏ 
|m‏ عر 2a a,‏ 
j=l‏ 
i‏ 
jalen‏ رط ودلا 
i=]‏ 
x, 20 7 - 1٠١,1 fal 2‏ 


لقد تم تطبيق هذه المسألة فعلا في إحدى الدول وأدى ذلك إلى توفير في تكلفة النقل 
تعادل ./٠١‏ 


The Assignment Problem النمودج الرابع (مسألة التوظيف)‎ (TTE) 
هنا تساوي الواحد. فعلى‎ b, هذا النموذج يشبه نموذج النقل إلا أن قيم ,ه»‎ 
مقررات» كل واحد من هؤلاء‎ BW سبيل المثال» هناك ثلاثة أساتذة يدرسون‎ 


§\ الأسس الرياضية للبريجة الخطية 


اللازم للأستاذ : كي يصحح أوراق المقرر j‏ وفقا للجدول الآتي: 


O S| saj el 
0 ew 





والسؤال هو كيف يجب أن تنظم عملية التصحيح هذه كي يكون زمن التصحيح 
الكلى أقل ما يمكن إذا كان: 


عندما يقوم الأستاذ 8 بتصحيح المقرر Lf‏ 


Aij =‏ 
0 0 
فيا عدا ذلك | 
فإن الصياغة الرياضية هذه المسألة تأخذ الشكل الآى: 
6x,, FAX, FEX; + 9x,, FAX +‏ | 
min‏ 


6x,,+5x, +2x,, + TX 


Xu tX 


المريجة الخطية 
+X. =]‏ 
Xa F Xz, +X, - [‏ 


1 = ويد + يرنه + رد 


FX F Xaj — 


A} 3 + X53 +X =l 


Xi Xiz X3 Xa بيو‎ X3 X31 ور ,وين‎ 2 0 


Game Theory نظر & اللعب‎ (۲ , Y,a) 


إن أفضل طريقة لشرح مصفوفة اللعب هى أن نعطي المثال التالي: 
مسألة جنرال بلوتو ‘Blotto‏ يبدد العدو المدينة S‏ بأربع فرق عسكريه انطلاقاً من 


. بإمكانه توزيع 


موقعه P‏ يمكن للعدو أن يصل للمدينة 5 من خلال طريقين 


فواته كا يشاء على هذين الطريقينء إلا أن الفرقة الواحدة لا يمكن تجزئتها. من جهة 
أخرىء يدافع الجنرال عن المدينة 5 بخمس فرق. بإمكان الجنرال توزيع قواته على 


تجزتتها. إن الرقم 1 في 


الطريقين eww,‏ كا يشاء إلا أن الفرقة الواحدة لا يمكن 


المصفوفة التالية يعني أن العدو ينتصره leg‏ 1- د pw‏ أن sigh SLL‏ هو المتتصر 





eel] TT 
کک کک کک‎ 
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يمكن تحويل مصفوفة اللعب الى برنامج خطي. انظر صفحة 541-539 من كتاب ]5[ 


. Taha 
تمارين الباب الثاني‎ 


iau yl if Hato — مواد البلاستياك رید إنتاج‎ zay شر كه‎ Crue. 
و0. نسب المواد ف‎ B, A مكونه من ثلاث مواد هی‎ OLS Ml كيميائيه. هذه‎ OLS ys 
في الحدول التالى:‎ allass هله ا مركبات وتكلفتها‎ 





لمنتح الجديد يحتوي على 20/ من مادة 6A‏ ويحتوي على الأقل 30/ من مادة B‏ 
ويحختوى على الأقل 20/ من ماده ©. وبسبب المضاعفات الحانبية Op‏ نسبة المركبات 1 
و2 يجب أن لاتتعدى AP 9 7/٠١‏ من المنتج الجديد على التوالي. اكتب النموذج 
الرياضى مذه المسألة لإنتاج المنتج الجديد Jol‏ تكلفة. 

)1,1( مصنع ينتج نوعين من المشروبات 12 كل نوع من هذه المشروبات 
يتكون من مادتين AB‏ لإنتاج صفيحة من المشروب ١‏ نحتاج إلى 5 لترات من مادة ۸ 
و5 لترات من مادة B‏ ولإنتاج صفيحة من المشروب 2 نحتاج إلى 3 لترات من مادة A‏ 
و11 لترات من مادة 8» المصنع يستطيع توفير 30 لترات من مادة A‏ و55 لترات من مادة 


۱۷ الخطية‎ ie 


B‏ في اليوم» وكذلك المصنع قرر بناء على طلب شركات التوزيع أن RY‏ أكثر من 
أربع صفائح يوميا للمشروب. إذا كان ربح المشروب 1 هو 3 ريال لصفيحة؛ وربح 
المشروب 3 هو 4 ريال لصفيحة. كم صفيحة ينتجون ليحصلوا على أكبر ربح. 
اكتب برنامج خطى هذه المسألة. 
(YY)‏ مزارع يملك مزرعة مساحتها 1200 فدان تنتح هذه المزرعة قمحاء 
وبطاطساء وبازلاء كل نوع من هذه المحاصيل يعطي bey‏ محدداء ويحتاج إلى ساعات 
عمل وتنقية وتسميد وبذر حسب الحدول التالي: 





إذا توفر لدى المزارع 3600 ريالاً و7400 ساعة عملء فإنه يود معرفة المساحة 

x‏ لزراعة القمح والمساحة ‏ لزراعة bles‏ والمساحة > لزراعة البازلاء بحيث 

يكون ربحه ضمن الشروط المذكورة» أكبر مايمكن. والمطلوب مبدئياً كتابة النموذج 
الرياضي هذه المسألة. 

8 ,۲) في مزرعة تربى فيها البقر ILI‏ هناك خسون موقعاً AU‏ ومثتين 

للخراف تمتد على مساحة مقدارها 50 هكتار. حتاج البقرة الواحدة إلى هكتار واحد 

وتحتاج الخراف إلى 0.2 هكتار. إن ste‏ ساعات العمل المتاحة had‏ تقدر ب 10000 


ساعة ويلزم للبقرة الواحدة 150 ساعة عمل سنوياً ويلزم للخروف الواحدة 25 ساعة 


۸ الأسس الرياضية للبريجة الخطية 


عمل سنوياً. إن الربح الصافي عن كل بقرة يبلغ 250 ريالاً وعن كل خروف 45 ريالاً. 
ويتعين تحديد عدد البقر × وعدد الخراف x,‏ بحيث يكون الربح الإجمالي أعظم ما 

(5.؟) على أرض زراعية يراد زراعة بطاطس وجزر. بعض المعلومات 
الخاصة بذلك موضحة في الحدول التال: 





إن المساحة x,‏ التي ستزرع فيها البطاطس والمساحة x,‏ التي ستزرع فيها 
الجزر» سوف يتم تحديدهما بحيث يصبح الربح الأجمالي أقصى مايمكن. علا أن هناك 
0 هكتار تحت التصر ف وأن al‏ المخصص 7000 ريال وساعات العمل 5200. 
Lae lel, OS!‏ هذه LAL‏ 
)1,0( لنفرض أن هناك GIG‏ شاحنات فى المحطة A‏ وست شاحنات في 
المحطة 8. المدينة N‏ بحاجة إلى سبع شاحنات» والمدينة N‏ بحاجة إلى سبع شاحنات. 
كيف يمكن تحقيق ذلك بين المحطتين والمدينتين كي يكون استهلاك البنزين أقل ما 
يمكن. اكتب برنامجاً Lae‏ لهذه المسألة» حيث الأرقام على الشكل تمثل عدد 


الشاحنات التى يمكن أن تمر من المحطة إلى المدينة. 


١ 5 الخطية‎ iE ll 


M T 
1 7 4 
ظ‎ 9 


(Y, V)‏ نوعان من الطعام BA‏ يحتوي كل كيلوغرام منهما على الكميات التالية 
من الفيتامينات: 





نود أن نكوّن وجبة يومية من هذين النوعين ذات تكلفة صغرى بحيث تحتوى 
على الأقل على الكميات التالية من الفيتامينات: 
V=140: 7-300: Y=270: 7=300.‏ 
علا أن ثمن النوع A‏ هو ضعفا ثمن النوع 8. اكتب النموذج الرياضى لهذه 
المسألة. 


(YA)‏ يراد بناء مسجد جديد بالقرب من أربعة منازل قائمة في المواقع التالية: 


d (9 G) 0 


Yo‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


سه : oe TT A e [x‏ 
ليخن موقع لسجد هر( اين جب La la| Ti‏ اريك أن يكون ججموع 


المسافات بين هذا المسجد وبين المنازل الأربعة أقل مايمكن. ملاحظة: المسافة 


onl 


x. | 1‏ 3 
المقصودة هي مسافة الشارع» فمثلا المسافة بين 3 وبين 86 شی . 
As‏ ظ 


[xi - 3| + [x2] 


(Y ,4(‏ مصنع ينتج شاط وطاولات» إن إنجاز ذلك يتطلب إنجاز aG‏ انواع 


من العمليات: القطع. والتجميع. pels‏ الحدول التالى یو صح الرس اللازم لكل 
عملية من هذه العمليات لإنتاج شنطة واحدة أو طاولة واحدة. 





إن الربح الصاف للشنطة الوحدة هو 80 NL,‏ وللطاولة الواحدة 55 Nb,‏ 
لنفترض أن ساعات العمل المتاحة للقطع لاصجاوز 72 ساعة يوهيا وللتجميع 50 
ساعة Ley‏ وللتجهيز 120 dele‏ والمطلوب معرفة ste‏ الشنط المصنعة» وكذلك sde‏ 
الطاولات كي يكون الربح الأجمالي أعظم مايمكن ضمن الشروط المذكورة. 

)1,09( سبع فروع لأحد مصانع للسکر» ينتج الفرع Fy‏ كل شهر ره طنا 
(j =1,...,7)‏ وهناك 300 موقع (k =1,...,300) Lb b, Ug, G,‏ من السكر 


البرمجة الخطية Yi‏ 


548 ولنقترض أن الكمية المنتيحة من السكر E‏ الشهر الواحد تساوى الكمية 
300 


المستهلكة في نفس الفترة الزمنية أي أن Dub,‏ = ,6" . لترمز لنكلفة تقل طن واحد 
= = 

من السكر من الفرع ,”7 إلى الموقع ,6 بالرمز ٠‏ . والمطلوب كتابة البرنامج الخطي 

الذي يتم من خلاله تعيين كمية السكر × التي ينبغي نقلها من الفرع ,۴ إلى الموقع 

© . بحيث تكون تكاليف النقل أقل ما يمكن ضمن الشروط المذكورة. 

(Y, 11)‏ شخص يمتلك 18000 ريال يود استثارها في ثلاثة أنواع من السلع. 
أحدها ذو مجازفة بسيطة» والثانية ذو GLE‏ متوسطة, أما الثالثة فهو ذو مجازفة عالية. 
وهو سوف يستثمر 2000 ريال أكثر فى السلعة ذات المجازفة البسيطة من السلعة ذات 
المجازفة المتوسطة. وسوف يستثمر على الأكثر مبلغ 8000 في السلعة ذات المجازفة 
الكبيرة. و14000 VL,‏ على الأكثر فى السلعتين المتوسطة والعالية المجازفة. إن العائد 
المتوقع من السلعة دات المجازفة البسيطة هو 17% 9 9% من السلعة دات المجازفة 
المتوسطة. و1156 من السلعة ذات المجازفة والعالية. والمطلوب معرفة المبلغ الذي 
ينبغي استثماره في كل نوع من هذه السلع والعائد المالي الذي يتوقع الحصول عليه. 

25 تستورد مصفاة بترول نوعين من الزيت الخام» خفيف سعره‎ (Y, NY) 
دولاراً للبرميل وثقيل سعره 20 دولاراً للبرميل. تنتج هذه المصفاة غازولين» وزيت‎ 
للتدفئة وبنزينا بكميات للبرميل الواحد موضحة حسب الحدول التالى:‎ 





VY‏ الأسس الرياضية لليرمجة الخطية 


تعاقدت المصفاة مع إحدى الحهات لتزويدها ب 900000 برميل من الغازولين 
و800000 برميل من زيت التدفئة الغازولين و500000 برميل البنزين. تود المصفاة 
معرفة كمية الزيت الخام الذي يجب أن تستوردها لتلبى الكمية المطلوبة بأقل تكلفة. 
والمطلوب صياغة هذه المسألة على شكل برنامج خطى. 

(Y, IV)‏ مصنع كبير للأنسجة له فرعان 8 Ay‏ يستورد هذا المصنع مواد الخام 
من مصدرين ويوزع إنتاجه على ثلاثة أسواق. تكاليف النقل للطن الواحد بين 
مصدري الاستيراد وبين فرعي المصنع وبين الأسواق موضحة في الجدولين التاليين: 


so] tee 
= 


إصفة إصفة e‏ 





هناك عشرة OLLI‏ متوفرة في مصدر الاستيراد الأول و15 Lb‏ متوفرة في مصدر 
الاستيراد GW‏ إن احتياجات الأسواق هى 8 أطنان و14 طنا و 3 أطنان على التتال. 
والمطلوب صياغة هذه المسألة لإيجاد أقل تكلفة ممكنة بين مصدرى الاستيراد 


وبين الأسواق الثلاثة. 


AD) aid) 


والصباغة الفياسية 


Geometry, Algebra and Standard Form of Linear 
Programming 


Introduction 40145 (Y, \)‏ 
لحل البرنامج الخطى سوف نستخدم الطريقة الحبرية» ولكن من المناسب الآن دراسة 
الخواص الهندسية للبرنامج الخطي. ولذلك سوف نعطي في البداية بعض الأساسيات 
المندسية والتى تمكننا من معرفة الحل الأمثل للبرنامج الخطي بطريقة هندسية. 
سندرس في هذا الباب بعض أساسيات التحليل المحدب وطريقة حل البرنامج الخطي 
هندسياً. ومن ثم سنعطي فكرة عن الحل اهندسى وننتقل إلى الصيغة القياسية وبعض 
المسائل المتعلقة Up‏ 


Convex sets المحموعات المحدية‎ (۳ , Y) 
(YY, a 


تدع المجموعة 45521 at C CR"‏ إذا pat‏ مايا : 
عى : به إذا gas‏ مايل 


YY 


yé‏ الأسس الرياضية ie U‏ الخطية 

Ax, +(1-A)x, EC ùji Yxn ع‎ © VY Ae [01| 

لاحظ أن ,د( -1) + Ax‏ تمثل نقاط القطعة المستقيمة بين النقطتين يند, ,د . وبالتالي 
فإن تحدب © يعني هندسياً أنه GV‏ نقطتين xx,‏ في © وعليه Of‏ القطعة 
المستقيمة الواصلة بين هاتين النقطتي تنتمي إلى ©. إن المجموعة {x Ax =D}‏ هي 
مجموعة محدبة؛ وكذلك }20 Gxi AX=b,x‏ 4 حيث هي مصفوفة 2777 هي 


أيضا مجموعه محدبة. إذا كانت K‏ ,..., 2 , 0 مجموعات dise‏ " عندئذ تكون 


KAK ANK, 
هو مجموعة محدبة.‎ R" GH أيضا محدبة. المستوى‎ 


(۳, ۳( المستوى الفوقى ونصف êllفضlءhalfspace Hyperplane and‏ 
إن المستوى الفوقى في R"‏ هو تعميم لفكرة الخط المستقيم في Ro‏ وكذلك 
لفكرة المستوى ف R?‏ 


تعريف )\ ,۴ر #) 
المستوى الفوقى R” GH‏ هو مجموعة لها الشكل التالي: 


H = }x:p"x= k} (3.1) 


هندسة وجبر البرمجة الخطية والصياغة القياسية Yo‏ 


بحيث إن ص هو متجه غير صفري في ky Ro‏ عدد ثابت. و المتجه م عمودي على 
„H‏ 

لتكن H‏ © ,× وبالتالي ۸ = px,‏ وبا أن لكل KEH‏ يكون ۸ -»”م . 
لذا بطرح المعادلتين نحصل على 0= (,×-»)"م. أي أنه يمكن تمثيل المستوى 
الفوقي H‏ بمجموعة النقاط التي تحقق المعادلة 0= p'(X—x,)‏ بحيث إن ,× هي 
أي نقطه ثابتة في 47. إن المستوى الفوقي مجموعة محدبة. الشكل التالي يوضح 
المستوى الفوقي والمتجه P‏ مع ملاحظة أن p‏ عمودي على X—X,‏ لجميع xed‏ 





إن المستوى الفوفى H‏ يقسم RY‏ إلى منطقتين تسمى كل واحدة منهما نصف فضاء 
وبالتالى فإن نصف الفضاء هو عبارة عن ie pat‏ النقاط التى على الشكل التالي: 


[x:p"x > 3‏ 
أيضا من الممكن LAF‏ نصف الفضاء بالمجموعة التالية: 


x:p'x > 
l / 


ti‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


إن اتحاد المجموعتين السابقتين هو "۸ وبالرجوع إلى النقطة الثابتة ,× فإن نصف 


الفضاء يمكن أن يمثل ب 

{x:p" (x -x,) 2 0} 
أو‎ 

{x:p"(x—x,) <0} 


كاعر مرضي الشكل SEN‏ 





HS 


إن المستوى الفوقى وأنصاف الفضاءات هى مجموعات محدبة. 


Convex cones المخروطات المحدية‎ (Y, £) 


هتندسة و on‏ المر Ahti At‏ والصاغة القياسية YY‏ 


2.10 wa 
هو مجموعة محدبة تحقق الخاصية التالية:‎ K وط المحدب‎ sll 
Axe K, WxeK and WARO 
»۸=0 من الملاحظ أن المخروطات المحدبة دائ تحوي نقطة المركزء وذلك بجعل‎ 
ينتمي إلى × . وبالتالي‎ ar وكذلك إذا أعطينا أي نقطه × © × فإن نصف المستقيم‎ 
فإن المخروط المحدب هو عبارة عن مجموعه محدبة تتكون بشكل كامل من أنصاف‎ 
مستقيمات منبعثة من المركز.‎ 


)0 ,1( المنطقة المضلعة Polyhedral Sets‏ 
إن جميع حلول المعادلة ا = ر ره + ax,‏ حيث بيه ,ره أعداد حقيقية تمثل 
هندسياً خطأ مستقياً شريطة أن يكون أحد العددين asa,‏ على الأقل لا يساوي 
صفر. كي أن ae‏ حلول المتباينة ax, tax, Sb‏ تمثل نصف مستوى. وبالمثل فإن 
جميع حلول المتباينة t+: + 4× , Sb‏ ر :ديه + PE ax,‏ نصف فضاء. وعلى سبيل 
JUL‏ فإن كلا من المتباينات الخمسة التالية تمثل نصف فضاء: 


إن تقاطع عدد محدود من أنصاف الفضاءات يدعى منطقة مضلعة 


(Polyhedral ) 


RES مجة‎ pl لاسن الرياضية‎ y A 


ليكن لدينا أنصاف الفضاءات التالية: 
4ك ,%+,2%— 
3 <> بيد + x,‏ 
S2‏ 


XxX 20Û, xX, 20 


إن تقاطع ind‏ أنصاف هذه الفضاءات هذه يعطي المنطقة المخططة في الشكل التالي» 


وهي منطقة مضلعة» من الواضح Yel‏ منطقه حدبة. 


(Y, 1)‏ النقاط الحدية Extreme points‏ 
مفهوم النقطة BALI‏ يلعب دوراً رئيساً في نظرية البرمجة الخطية. في البداية 


نعطي التعريف التالي: 


هندسة وجرر البريجة الخطية والصياغة القياسية Yq‏ 


تلعريشف )1 (TT,‏ 
تڪ oe eee,‏ اطا من aR" ie pat‏ © يقال إن التقطة x‏ شی 
و قدت م bled‏ ےر ق قابة بها او ا 


X=A Xx FAA (3.2) 


FF M 


te‏ و و 4 أعذاد غير سالبه و تحقق الغر ط التالى: 


it 


A +A, +...+ م‎ =] 


(YT, ا‎ a 

يقال إن النقطة × فى مجموعة محدبة C‏ نقطه حدية ل © إذا تعذر كتابة x‏ 
على شكل تركيب محدب فعلي بمعنى أنه: 

إذا كان (0,1) ٤‏ ۸ وكان © > xx,‏ وتحقق الشرط التالي : 


. 2 = × =x, فان‎ x=Ax,+(1-A)x, 


أي أن النقطة الحدية فى مجموعة محدبة هى نقطة من المجموعة المحدبة لا يمكن ها أن 
تقع على قطعة مستقيمة تصل بين نقطتين مختلفتين من نقاط المجموعة المحدبة. 


"T‏ الأسس الرياضية للبريجة الخطية 
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الشكل أعلاه يوضح بعض النقاط الحدية في مجموعة محدبة. 
إذا كانت K‏ منطقه مضلعة محدودة وكانت ,را ,..., ,بلا هى نقاطها الحدية. 
عندئذ يمكن كتابة أي ٤ × abt‏ × على شكل تركيب محدب من النقاط الحدية. 


.Collatz L. and Wetterling W. [8] و‎ T۹ ° صفحة‎ Taha[3] انظر كتاب‎ 


Geometric Solution الهندسي‎ J>! y) 
سنعالج في هذا الفصل حل البرامج الخطية البسيطة بطريقة هندسية» وهذه‎ 
سنورد في البداية مثالا‎ ale الطريقة سوف تساعد على فهم البرنامج الخطى وطريقة‎ 
يوضح طريقة الرسم وسنشرح الخطوات التي يتم اتباعها.‎ 
۷ ال‎ 
لدينا البرنامح الخطى التالي:‎ 


min —X - 32 
S.t. tk =O 
=X, +2x, 56 


اك و 


هندسة وجبر البرجة الخطية والصياغة القياسية Y)‏ 


فى البداية نحدد منطقة | | ; «feasible solutions h-‏ وهی تلك الت 
فى اليد منطقة الحلول المسموح . هي تلك 
pad‏ المتباينات أو شروط البرنامج الخطي. لتحديد منطقة الحلول المسموح بها نرسم 
تلك المتباينات فنحصل على الشكل التالي: 





إن المنطقة هي منطقة الحلول المسموح ببا. إن الشرطين الأول والثاني يمثلان 
المنطقة الواقعة أسفل المستقيمين 8= ,22 + ×- و6- +X,‏ × على الترتيب. 
لاحظ أن كل قيد من قيود البرنامج الخطى يمثل نصف فضاء. إن منطقة الحلول 
المسموح بها هي عبارة عن تقاطع أنصاف الفضاءات الممثلة لتلك المتباينات وهي 
منطقة مضلعة. إن الحل الأمثل هو الحل الذي يحقق جميع شروط البرنامج الخطي (أي 
أنه حل مسموح به) تكون قيمة دالة الهدف عنده أقل ما يمكن. للحصول على JH‏ 
الأمثل نرسم المستقيم الممثل لدالة الهدف ذات القيمة الصفرية (يمر بنقطة الأصل). 
ثم نأخذ مستقيمات موازية له تتحرك في اتجاه المتجه ©- على ألا تغادر هذه المستقيمات 
المنطقة المسموح بها (انظر المستقيهات المنقطة) فنكون قد حصلنا على الحل الأمثل عند 


Yy‏ الأسس الرياضية ie U‏ الخطية 


تقاطع المستقيمين الأول والثاني عند النقطة )3 /4/3,14(¢ وهي إحدى النقاط الحدية 
الأربعة. 
مثال (Yy, Y‏ 

لدينا المنطقة المضلعة التالمة: 


X +X, > 2 
4x +6x, <9 


أوجد النقاط الحدية. ثم أوجد الحل الأمثل هندسياً علا أن دالة الهدف هى 
~max 2x, +4x,‏ 


إن الشكل (go tbl‏ هذا البرنامج الخطي يأخذ الشكل التالي: 


هندسة وجبر البريجة الخطية والصياغة القياسية Py‏ 





إن المنطقة المضلعة هي المنطقة الواقعة بين المستقييات الأربعة والمستقيم المتقطع 
يرمز إلى تزايد دالة الهدف. ومن الواضح أنه مواز للمستقيم الممثل بالشرط 
«4x, +62, 9‏ وبالتالي op‏ هناك عدداً لانهائي من الحلول تقع على القطعة 
المستقيمة الواصلة بين النقطتين (3/2,1/2) 5 )0,15( « لاحظ أن ميل المستقيم 
9 = يند6 + ند4 يساوي ميل دالة الهمدف. النظرية التالية من أهم النظريات في ig Ji‏ 
الخطية: 


نظرية (Y, V, Y)‏ (نظرية النقطة الحدية) 
ليكن لدينا البرنامج الخطي التالي: 


Yé‏ الأسس الرياضية ie A‏ الخطية 


max (or min) 2 SCR Foo te TT 
S.E. di] FAX 5 roa Xx, 4 
“es ظ‎ < 
dX | TAX; H FAs, X , _ |b (3.3) 
> 
a, 0 Fap zÄ 2 Te: Ty X ri b 
x, 20, eae, 


إذا كانت المنطقة المسموح بها لهذا البرنامج الخطي محدودة عندئذ يكون الحل 
الأمثل موجودا عند نقطة حدية من هذه المنطقة. 
إذا كانت المنطقة المسموح ما لهذا البرنامج الخطي غير محدودة عندئذ يكون 
الحل الأمثل (إن وجد) bo gm ge‏ عند نقطة حدية من هذه المنطقة. 
البرهان: (مقصور على المنطقة المحدودة) 
لنفترض أن x),x,,...,X,,‏ هى النقاط الحدية للمنطقة المسموح بها CK‏ 


ولنفترض أن هذه النقاط قد رقمت بحيث إن: 

f (x)SF (aL) “رع‎ a) i =1,...,m (3.4) 

علما أن , هي دالة المدف للبرنامج الخطي. لنفترض أن K‏ © ×نقطة اختيارية عندئذ 
يمكن كتابتها كتركيب محدب على النحو التالي: 


X= 3,3 TAX TFA XK )3.5( 


حيث a,‏ أعداد غير سالبف 1= tatta,‏ 4. 


Wo الخطية والصياغة القياسية‎ be ll por y هندسة‎ 


Ol 
f(x) = f(a,X, +A XK, ‘+A XK) 


| . (3.6) 
a, f(x) + a, f(x, )+--+4,, f(g) 


(OB atatea  - 1 دالة خطية وبا أن‎ f oY وذلك‎ 


f(x,) > (a, + a,+:--+4,,) f(x, ) 
=a, f(x,)+ a, KX, )+---+4,, F(X) (3.7) 
<a f(x, J+A, f(x, )+--+4,f(x,,) = F(x) 

LS‏ أن: 

f(x) = a, £(X,)+ a, F(x, )H +a, F(X”) 
“<a f(x,,) +4, f(x tetan F(X“) (3.8) 

= (a, +4,+---+a,) f(x,) = f(x) 
Ola وعلى هذا‎ 
f(x)“ FS f (Eu) (3.9) 


لأية نقطه × > ×» ما يعني أن دالة المدف f‏ تأخذ قيمتها العظمى عند النقطة الحدية 
,× وتأخذ قيمتها الصغرى عند النقطة الحدية x,‏ وهذا يثبت النظرية. 

لتطبيق هذه النظرية نأخذ ١( SU‏ , ۷,). من الممكن الحصول على الحل 
الأمثل بعد الحصول على جميع النقاط الحدية في المنطقة المضلعة» ومن ثم بتعويض هذه 
bul‏ في دالة الهدف: 


wy‏ الأسس الرياضية ie U‏ الخطية 


=—-1x0-3x0=0‏ ره 
Z,=—-1x6-3x0=—-6‏ 

=—-1x4/3-3x14/3=—-46/3‏ وج 
z.=-1x0-3x4=-12‏ 


من الواضح أن النقطة 8 تعطي أقل قيمة لدالة الهدف. إن جميع الحلول 
المسموح بها تقع في منطقة حدبةء في هذا المثال المنطقة محدودة» وقد تكون في بعض 
SVU‏ غير حدودة وقد يكون الحل في هذه الحالة غير esl‏ إن أي حل أمثل لابد 
أن يكون عند أحد النقاط الحدية. في بعض الحالات قد يكون الحل الأمثل غير وحيد؛ 
وذلك عندما يكون ميل دالة الهدف مساويا ليل أحد مستقيمات الشروط. أخيراً قد 
لا يوجد حل للبرنامج الخطي» وذلك عندما تكون منطقة الحلول المسموح بها خاليه. 

كذلك من الممكن تطبيق النظرية على مثال (۲ (TLV,‏ ومن ثم حساب قيم 
النقاط AIA‏ ومن ثم بتعويضها في دالة BIBI‏ 


(NA)‏ نظرة تمهيدية جبرية للبرنامج الخطي وطريقه السمبلكس 


Algebraic view For Linear Program and Simplex Method 
كانت دراستنا مقصورة على الحل الهندسى للبرنامج الخطي» ومن‎ OV حتى‎ 
الواضح أن هذه الطريقة محدودة بالمسائل البسيطة حيث عدد المتغيرات ثلاثة أو أقل.‎ 
إن طريقه السمبلكس والتى سوف نعطي تفصيلا كاملا لما في الباب القادم هى طريقة‎ 
جبرية أكثر فعالية لحل البرنامج الخنطى. سوف ندرس في هذا الفصل بعض‎ 


الأساسيات الجبرية Sy‏ سوف تستخدم في طريقه السمبلكس . 


هندسة وجبر البرمجة الخطية والصياغة القياسية ۳۷ 


نظام المعادلاات الخطى هو مجموعة من om‏ من المعادلات الخطية فى n‏ 
مجهول كالتالى: 


dy) X, T درك‎ Xr TAA, = D 
Ay, X, + Ay Xt +a, X, = D, 
| (3.10) 


aX tapt +a, x =p 


fl ny HD "R 


Ax = 0 (3.11) 


من المعلوم Laig)‏ لطريقة (Gauss‏ أنه إذا كان» t‏ المصفوفة m «A‏ عمودا Sls‏ 
غلا فإنه يمكن إعادة كتابة النظام Ld‏ على الشكل Lal‏ سي :canonical form BV‏ 


Ai vias hee T ب الي وزع‎ = 10 


X 4 Ty 2m4" m +l اوه‎ y 2n” 1 — 2.0 


F i b b = 1 = 1 
A m + i m ير‎ im +1 + + y mn” 1 y nt زاب‎ 


(A, 1) مثال‎ 


RES at ol الأسسر الرياضية‎ 55 


210 FOR عر‎ FAK, FU - 6 
- + × + پ0‎ + 3×, + 0z = 2 
4x, + يند + ,54+ بنذلا + ندل‎ = -3 


إن اترات رة تمس ارات الاسام Cee‏ عامل و3 Salen‏ 
واحداً في المعادلة الأولى» وصفراً في باقى المعادلات» وكذلك معامل X‏ يساوي 
واحداً في المعادلة الثانية» Lavy‏ في باقى المعادلات» وكذلك معامل ,× يساوي 
واحداً في المعادلة الثالثة» وصفراً في باقى المعادلات. 

إن مغزى الصياغة القياسية لنظام معادلات خطية هو أنه من الممكن الحصول 
على حل لهذا النظام بسهولةء وذلك بجعل المتغيرات غير الأساسية في الصياغة 
القياسية تساوي الصفرء وبجعل المتغيرات الأساسية تأخذ قيم الطرف الأيمن. في 
لمال ١(‏ ١6و‏ ”) إذا جعلنا المتغيرات غير الأساسية × و xy‏ تساوي الصفر فإننا نجد 
أن 6= x, =2,x,‏ و3-= × وبذا نحصل على الحل (3-,0,2,6,0) نظام 
skal‏ لات ف AY,A,\) JU‏ 

الحل الأساسى لنظام معادلات من الشكل القياسى هو الحل الذي تكون فيه 
المتغيرات غير الأساسية مساوية للصفرء و المتغير الأساسي يأخذ قيمة الطرف الأيمن 
للمعادلة. 

سوف نرى في OW‏ القادم» وذلك عند استخدام طريقة السمبلكس» كيف 
نستخدم المعادلات الخطية بالصياغة القياسية بشكل متكرر. وفي كل مرحلة يكون 
هناك حل أساسى يؤدي في النهاية بنا إلى الحل الأمثل» وذلك إن وجد. 


هندسة وجبر البريجة الخطية والصياغة القياسية Yq‏ 


إن عملية الاختزال أو المحورية pivoting‏ هي التى حولنا من نظام معادلاات 
فياسى إلى آخرء وبالتالي من حل أسامى إلى آخر. سوف نبين هنا عمليات الاختزال 
على الصف في النظام (3.10)* 


أولا: ضرب أي معادلة من (3.10) في ثابت غير صفري k‏ 


a a Ay T 4 As Heta x | = D, 


AMT fl 


(3.12) 
Ka, Ay + Ka.» Ay gen + KE on Ay = KD, 


LIL‏ ضر ب ales‏ من (3.10) ولتكن 


1 r A, + diy Aa ai - ك2‎ A, = b, 
أخرى‎ oles و إضافتها إلى‎ k فى ثابت‎ 


d a ۸ + do Ay LE Tå on A, = b, (3.1 3) 





(ka, +a )x+--+(ka +a )x = kb +b 
إن المثال التالي يوضح عمليات الاختزال وكذلك العنصر المحوري.‎ 
(TA, Y) مثال‎ 
عمليات الاخت ال لنيين أن النظام:‎ SUM سوف نستخدم في هذا‎ 


5 $ لاسن الرياضية pl‏ مجة RES‏ 


= 22:12 =O 


ْ | (3.14) 
2X, +2X,— 25, = -3 
والنظام:‎ 
D ظ 06 - بك‎ 
(3.15) 


—2x, +x, -ح-‎ 3 


متكافئان» لاحظ أن النظام )3.15( من النمط القياسي. في البداية سوف نجعل المتغير 
egalas Xi‏ وذلك دهم نب المعادلة الأولى من )3.14( 3 2- ا إلى — 
الثانية فنحصل عل : 


XxX = 2x +1/2x, =6 


(3.16) 
6x, — 3x, = -1 7 


lan, SH s‏ ال متغير الأساسى X‏ . الآن Xa h‏ اساسا وذلك بص ب المعادلة 
Als) |‏ من )3.16( في 1/3- فتحصل عل : 


x,—2X,+1/2x, = 6 


)3.17( ظ 
+x, =17/3‏ ,2 


ومن ثم ضرب المعادلة الثانية من (3.17) في 1/2- وإضافتها إلى المعادلة الأول 


هندسة وجبر البرمجة الخطية والصياغة القياسية ١‏ 


=¥ =19/6 (3.18) 
—2x, +x, =17//3 

وهو نفس النظام (3.15). في العمليات المحورية في المثال Y)‏ ,۸,) اخترنا معادلة 
ومن ثم متغيراً ليكون متغيراً أساسياً. إن معامل هذا المتغير الأسابى يسمى العنصر 
المحوري ففي JW‏ السابق كان 1 هو العنصر المحوري mS‏ و 3- هو العنصر 
المحوري X‏ 

إن استخدام المصفوفات أكثر ملاءمة لعمل العمليات المحورية من نظام 
المعادلات؛ وذلك OY‏ العمليات المحورية تستخدم فقط معاملات المتغيرات» وبالتالي 
من الممكن أن نستبدل نظام المعادلات بالمصفوفة التي تحوي هذه المعاملات. إن موقع 
كل عنصر في المصفوفة يقابل موقع المعامل للمتغيرات في نظام المعادلات. سوف نضع 
النظام (3.14) على شكل مصفوفة ونضع الطرف الأيمن للنظام في العمود الأخير من 
المصموفة والعنصر بين قوسين هو العنصر المحوري: 


)3.19( 


من هذه المصفوفة نحصل عل المصفوفة التالية وهى تقابل النظام (3.16): 


l -2 شلا‎ 6 

17- )3-( 6 0 
العنصر بين قوسين هو العنصر المحوري وبعد إجراء العمليات المحورية نحصل على 
المصفوفة التالية وهى تقابل النظام (3.17): 


EY‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


1 -2 1/2 6 
0 -2 1 175 


ثم نجعل العناصر في العمود المحوري المقابل للعنصر المحوري أصفارا فنحصل على 
المصفو فة ASS)‏ وهى تقابل النظام (3.18): 


1 -1 U 16 
10 -2 1 3 


EH الصياغة القياسية للبرنامج‎ (1, ( 
Standard form for linear programming 


لاحظنا من الناذج السابقة أن الغرض من البرمجة الخطية هو إيجاد القيمة 
الصغرى أو القيمة العظمى لدالة خطية (تدعى داله (GA‏ تخضع متغيراتها لشروط 
خطية على شكل متباينات أو معادلات. ومهها اختلفت صياغة البرنامج الخطى فإنه 
يمكن التعبير عنه فى كل الأحوال بالصياغة القياسية الآتية: 


min Oe ae te ee oe ee ae 
s.t. aX +aX, +e a ee =b, 
A,X, + و دويق‎ tH +a, x, =D, (3.20) 


a Xita oho se, X, =b 


mil” [ Hn FH ři 


x ŽU I= ,ا‎ 


هندسة وجبر البرمجة الخطية والصياغة القياسية e‏ 


ونعنى بذلك أن نضام المعادلات (3.20) قياسياً Jail)‏ الفصل CPA‏ المعاملات 
a,b,c‏ هي أعداد les cdl‏ * ہے المتغرات Ue ole tl‏ ومء Kall‏ 
ولوب هي gee Shien ee‏ لحر وات ee‏ الوقن 

| أ ac‏ القباسية (3.20) نشكا عينم النحو التالى : 

لتعبير عن الصياغة الْقياسب بشكل مختصر على النحو التالى 


Min f(x)=c'x 
Ax=b 


353 
ديع‎ Û 


مالاحظه: اذا كانت دالة الهدف تعظيمية (max.)‏ فيمكن loll‏ إلى دالة هدف 
تصغيرية (.«نص)ء وذلك بجعل (<) „gax ( =f‏ 
lle‏ ا 


ليكن لدينا البرنامج الخطي التالى: 


max z > 32 - مك‎ 
S.t. pA a I 
ERD 
XX, 20 
الذى يمكن نحويله للبرنامج التالي:‎ 

min z =—3x,+2x, 

S.t. Ay ا‎ eee 

EIS 


sU 


s$‏ لاسن الرياضية is pU‏ الخطة 


إن اعظم قيمة ل 2 تقابل أصغر قيمة ل > فأعظم قيمة ل2 تساوي سالب أصغر 
lay. 2’ J deg‏ الا dont Me‏ 


)+1 ,1( الأشكال غير القياسية للبرنامج الخطى 
Non Canonical form for linear programming‏ 


فبل الشروع في دراسة المسألة المعروضة نود أن نستعرض أشكالاً أخرى غير 
قياسية ونوضح كيفية إعادتها إلى الشكل القياسي: 
المتغير اث المكملة The Slack Variables‏ 


إذا كان البرنامج الخطي مصاغاً على الشكل الآتي: 


min ©, X, FC, A TFC FX 


fi ii 
Ss. È. 


A,X, + ورك‎ tH Ha nA SB, 


ر كرك 


a 


mi ta Xo, A SA, 


imi 


x, Z2 Û i=1,-:-,27 
وذلك باد خال متغيرات حل ركه‎ e ghil إلى الشكل‎ Solel فإنه يمكن‎ 


A 


t+] 7 


A 


e 7 


ندعوها متغيرات إضافية فتتحول المتباينات إلى معادلات غا fat‏ عدد المجاهيل أكر 


"A 


T+ FF 


الشكل الجديد للبرنامج الخطي كا يلى: 


هندسة وجبر E l‏ الخطية والصياغة القياسية so‏ 


min CX, + 6, Xt +X, 
S. Î. 

AF TA 4, 0° TAL 4, T An =p 
fat FO DFE CF. =, 
él l Ay + dip Ay T Ta mAn T Arm = Û, 

x20 i =1,... n +m 


المتغرات الزائدة Surplus Variables‏ 
هي حاله معاكسة للحالة السابقة ويكون البرنامج الخطى المصاغ على النحو 
‘tll‏ 


min CX, + C X t : “TC, Xx, 
s. t. 
Aaa FA ty a, Xx Sh 


inn 


å ml Ay + dia Ae a ak “TA m My = D 


x. 20 |e ee 
هذا البرنامج يمكن إعادته إلى الشكل القياسى بإدخال متغيرات جديده نسميها‎ 


متغيرات زائدة» وذلك كما يلى: 


minc X + C, XA, t- “+e X 


ل م 
Î.‏ .$ 
=b‏ برا A a, X,‏ ورك MX t‏ ررق 
=b,‏ مبول > dy, X,‏ وليوك 1 X‏ )45 
él in Ay T dnp Ay 0 tå ee 0 Ant im = Û,‏ 


$4 الأسس الرياضية ie U‏ الخطية 


Free Variables 3 +! المتغير ات‎ 

إذا كان البرنامج الخطى مكتوباً بالصياغة القياسية إلا أن أحد المتغيرات x,‏ 
لم يفترض فيه أن يكون غير سالب أي أنه متغير حر» فهناك طريقة لتحويله إلى الصيغة 
القياسية نستعرضها فيما ch‏ 
يمكن استبدال المتغير ,3 بمتغيرين جديدين غير سالبين MV,‏ وذلك OL‏ تكتب: 


وبالتالي فإن البرنامج الخطي الآن fe‏ بالمتغيرات ال nt]‏ وهي: 


Nip و‎ sees كارو رلا‎ js V i A بيت رب‎ A, 


وذلك بعد حذف x,‏ وإضافة المتغيرين ,1,۷ غير السالبين إلى البرنامج الخطي. 
مارين الباب الثالث 
١(‏ ,1( اعتير المنطقة المضلعة التالية: 


2x, +3x, =] 
8x + ص2‎ > 3 


XX, 20 


هندسة وجبر البريجة الخطية والصياغة القياسية Ey‏ 


op pl 30%, Y)‏ الساق اعام ان 
max 2X, + 3x,‏ 


هي دالة G44!‏ أوجد JA‏ الأمثل هندسياً. 
isty‏ باستخدام واحد من المعادلات ال m‏ والتى معامل x,‏ فيها لا يساوى 
الصفر على سبيل المثال: 


AX + ولا ورك‎ 1٠ ٠٠-1 Xt ota nA = b 


Fi I fi 


أوجد طريقة أخرى للتخلص من المتغير الحر ,×. 
CY, £)‏ أعد المسألة التالية إلى الشكل القياسى: 


min |x,|+[x,|+[x, 
S. |. 
XxX +x, =I 


E =3‏ 
(Y, 0)‏ أعد المسألة التالية إلى الشكل القياسى: 


min x, + 2 + 3x; 
8.1. 
2 > 2 +X, > 35 


{SX +x, > 5 


i. > () 


SA‏ لاسن الرياضية TEn‏ الخطية 


(7") أعد المسألة التالية إلى الشكل القياسي: 


max xX, + 4x, + 3X; 
S. E 
2h = LX + Aq = A 
Ay -X — | 


Ü‏ 2 ووم 


)١ ,۸(‏ أعد المسألة التالية إلى الشكل القياسي: 


min د‎ a ae 
S. È 
X FI +3x, = 10 


vaL tees. Aal 
”)حل البرنامج التالي هندسياً:‎ , 4( 


min 3x, — X; 

S.t. 
-3x +x, <l 
-x +x, <|] 
sme ع‎ 


هندسة وجبر البرمجة الخطية والصياغة القياسية £4 
)",٠١(‏ عرف bb‏ النقطة الحرجة. المنطقة المضلعة, ثم He‏ كيف نغير في المتغيرات 
الحرة لنحول البرنامج الخطي إلى الصورة القياسية. 


)١,١١(‏ إثبت أنه إذا كانت المنطقة المسموح بها للبرنامج الخطي 


min ex st AX=bx2>0. 


حدودة» عندئذ يكون الحل الأمثل متواجد عند نقطة حر جة (حدية) من هذه المنطقة. 


ey) (لفمن‎ 


dds yb‏ السمبلكسر 


Simplex Method 


Introduction مقدمة‎ (£, \) 

سندرس في هذا الباب طريقة السمبلكس بشكل مفصل» حيث سندرس في البداية 
بعض المفاهيم الأساسية التي تمهد لطريقة السمبلكس مع بعض النظريات المتعلقة 
oly‏ ثم ندرس في الفصل الثالث من هذا الباب كيفية بناء خوارزمية السمبلكس 
وكيفية اختيار المتجه الداخل والخارج والعمليات المحورية» ثم نعطي عدة أمثلة 
لبرامج خطية» إما أن تكون دالة ال هدف فيها غير محدودة أو أن يكون JH‏ فيها غير 
وحيد. ثم ندرس في الفصل الرابع حالة البرنامج غير المتنظم وكيف نتخلص من هذه 
المشكلة باستخدام قاعدة بلاند. وني الفصل الخامس ندرس طريقة حل البرنامج 
الخطي بالمرحلتين وهذه الطريقة نستخدمها عندما لا يكون للبرنامج الخطي حل 
ابتدائى واضح» حيث نستخدم المرحلة الأول لإيجاد الحل الابتدائي. ثم نشرح في 
الفصل السادس طريقة السمبلكس المحسنة» وهذه الطريقة تقوم بترتيب عمليات 

السمبلكس بشكل يتجنب حساب وتخزين المعلومات غير الضرورية. 


2١ 


ov‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


Basic concepts مفاهيم أساسية‎ Cree 
سندرس في هذا الفصل الحل الأساسي المسموح به» وسنرى كيف أن كل حل‎ 
أساسى مسموح به تقابله نقطة حدية من المنطقة المسموح بها كا سنوضح ذلك بمثال.‎ 


Ax =b, x20) (4.1) 


حیث × متجه له ۸ مر De dS‏ متجه له M‏ مركبة و ۸ مصفوفة المعامللات من النوع 
(m<n)mxn‏ . ولنفترض (للتبسيط) أن رتبة =A‏ رتبة m=(A,b)‏ وأن 
المتجهات ال m‏ الأولى من المصفوفة لد هى متجهات مستقلة خطيا. إذا لم تكن رتبة 
ob 7# = 4‏ النظام ط = ×4 إما أن يكون غير قابل للحل أو أن Lae‏ من معادلاته 
on‏ عن المعادلات الأخرىء وبالإمكان الاستغناء عنها. وتكون رتبة المصفوفة 
الجديدة مساوية لعدد صفوفها. 

إن طريقة السمبلكس تعتمد في حلها لمسألة البرنامج الخطي على توليد متوالية 
من الحلول المسموح بها والتى تنتهى عند الحل الأمثل. إن منطقة الحل تحوي lade‏ من 
النقاط الحديةء والحل عند كل 95 iterations‏ هو عبارة عن نقطة حدية (النقاط الحدية 
هى عبارة عن أركان منطقة الحل المسموح به)» وبالتالى ob‏ 7-7 من المتغيرات 
تأخذ قيا صفرية وتدعى المتغبرات غير الأساسية nonbasic variables‏ والمتغيرات ال 
7 الباقية لما قيم غير سالبة وتدعى المتغيرات الأساسية „basic variables‏ تعمل طريقة 
السمبلكس على تغيير منتظم متبادل بين المتغيرات الأساسية وغير الأساسية كي نصل 
إلى الحل الأمثل للبرنامج الخطي المعطى. 


يتم التوصل للحل الأمثل بعدد محدود من الخطوات بحيث تتناقص قيمة 
als‏ الهدف فى كل خطوة عن الخطوة التى سبقتها. 
نجزئ المصفوفة A‏ على الشكل 


A = |B, N| (4.2) 


حيث Bo‏ المصفوفة الأساسية» هي من النوع Ny mxm‏ المصفوفة غير 
الا ساسية» هى من النوع SUL mx (n-m)‏ يكون لنظام المعادلات Bx, =b‏ 
حل وحيد حيث Xn)‏ ,و×) =× و Xp‏ له m‏ مركبة ويكون المتجه )50 (xg‏ = × حلا 
للنظام Ax =b‏ , 

نعطي OYI‏ تعريفاً للحل الأساسى المسموح به basic feasible solution‏ 
موضحين المتغيرات الا ساسية وغير الأساسية: 
تعريف (£,V,\)‏ 

ot‏ المتجه x=(xg xy)‏ حيث 35 8- xy =0, x,‏ حلا أساسيا 
بالنسبة لنظام المعادلات )4.1( وإذا كان 0 < Of xy‏ × يدعى حينئذ حل ill‏ 
مسموح به. أما مركبات المتجه xp‏ تدعى المتغيرات الأساسية أما مركبات المتجه 
x,‏ فتدعى المتغرات غير الأساسية. إذا كان Jol‏ مركبات المتجه Xp‏ مساوياً 
الصفر فإننا ندعو × حينئد حلا غير نظامی. 

إن فكرة الحل الأسامي المسموح به موضحة في المثال التالي : 


RES مجة‎ pl لاسن الرياضية‎ Ô $ 


مثال )٤, Y, Y)‏ 
لتكن لدينا المنطقة المضلعة المعرّفة بالمتباينات الاتية: 


xX +X, > 4 
X, 2 
2U 
x, 20 


إن هذه المتباينات بعد إدخال المتغيرين الإضافيين × و ,د تتحول إلى نظام المعادلاات 


ul 


xX +X, +i, =4 
1 2 3 
X, +X - 2 


Yipes E eu 


لاحظ أن مصفوفة القيود هى: 


۵ =] [= | 1 Û 1 


خلال التعريف )5,5,١(‏ نود التعرف على الإمكانات المختلفة للمصفوفات 
الأساسية والحلول الأساسية المقابلة WB‏ 
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اا ا[ al‏ 
EH‏ ااا ا 


لاحظ أن الحلول التي حصلنا عليهاء ماعدا الل الرابع» هي حلول أساسيه مسموح 


x, = (4.3) 


نم زم حم بس 
حر moo‏ 





























هذه النقاط تنتمى إلى الفضاء RI‏ وعندما نستبعد المتغيرات الاضافية» أى عند 
إسقاط الحل الأساسى المسموح به على الفضاء R?‏ نحصل على النقاط الأربع الآتية 
في المستوى: 


òT‏ لاسن الرياضية is pU‏ الخطة 


a ل له‎ b 


وهى تمثل النقاط الحدية للمنطقة المحدبة المحددة بالمتباينات )4.2( والموضحة في 
الشكل التالى: 





هذه النقاط هي النقاط الحدية لمنطقة الحل المسموح به هذا وقد سبق لنا أن ذكرنا في 
الباب السابق أن الحل الأمثل للبرنامج الخطي إن| يقع عند إحدى النقاط الحدية هذه. 
من الواضح في هذا المثال أن عدد الحلول الأساسية المسموح بها المحتملة 
محدوده بعدد الطرق التى نختار فيها العمودين المستقلين خطياً من الأعمدة الأربعة في 
المصفوفة A‏ وبالتالى فإن عدد الحلول الأساسية المسموح بها أقل من أو تساوي: 


OV طريقة السمبلكس‎ 
A ' 
2/ 2'2! 


ونستبعد من هذه الإمكانات الست واحدا؛ ذلك GY‏ غير مسموح به. ثم إن 
العمودين ,4 ass‏ لم يستخدما لتوليد مصفوفة أساسية ذلك لأنهما مرتبطان خخطيا. 
وبالتالى فإننا نحصل على أربعة حلول أساسية مسموح بها. وبشكل عام فإن عدد 
الحلول الأساسية المسموح بها أقل من أو تساوي: 


eat o e 
un يد اسح مام‎ 


هنا طريقة أخرى لرؤية الحلول الأساسية والحلول الأساسية المسموح بهاء إن كل قيد 
من قيود البرنامج الخطى من الممكن أن يرافق متغير محدد. فالقيد 0 < ,× من الممكن 
أن يرافق om,‏ والمستقيم 0= ,× هو حد نصف الفضاء المقابل ل 0< ,×. أيضا 
4> ,4+ ,د من الممكن أن يرافق ox,‏ والمستقيم 0= ,× - 4 - +X,‏ ,× هو حد 
نصف الفضاء المقابل ل 4> ر×+ ,×. الشكل السابق يبين أنصاف الفضاءات 
الأربع» إن تقاطع كل مستقيمين يمثل حلاً أساسياء أما المستقييات فتمثل حلولاً غير 
أساسية. من الشكل يتضح أن هناك خس تقاطعات تمثل خمسة حلول أساسية» لاحظ 
أن المستقيمين 0 = × و0 = ر× متوازيان أي أنه لا يوجد نقطة تقاطع بينهماء وبالتالي 
لا يوجد حل أسامي مقابل هذين المتغيرين. وبعد تحديد منطقة الحل المسموح به 
نستطيع التفريق بين الحلول الأساسية والحلول الأساسية المسموح بها. 


SA‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


في المثال JE‏ نبين فكرة الحل غير النظامى „degenerate solution‏ 
Y) Ji‏ ,£( 
لتكن لدينا المنطقة المضلعة المعرفة بالمتباينات ASV)‏ 


إن هله a} bt] Ora‏ تتحول» بعد إدخال المتغيرات المكملة tA,‏ و He‏ إلى نظام 


المعاد لات الاتى: 
ee = 4‏ كن 
Ka +x, =‏ 
X,+2x, +X, =‏ 


pet ال حل المسموح پا هي‎ ailan إن‎ Stl الشكل‎ t النظام السات موضح‎ u 
القيد 6 > ,23+ ,د الجديد‎ OY السابق؛ وذلك‎ )٤, ۲, نطقة الحل في المخال(۲‎ 


mur 
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1 1 1 0 0 
A=la,,a,,a,,a,a,J=|0 1 0 1 0 
1 2 )0 0 [1 


نحصل على الحل الأساسى المسموح به JEI‏ المقابل للمصفوفة =[a,,a,,a;]‏ 8 : 

















إن الحل الأسامى المسموح به السابق غير نظامي؛ وذلك OY‏ 0= × . بشكل مشابه 
ham‏ على الحل الأساسى المسموح به التالى المقابل للمصفوفة | B = |a,,a,,a,‏ 


qè‏ الا الرياضية a= al‏ الخطية 





إن هذا الحل الأساسى المسموح به هو نفس ال حل الأسامى المسموح به السابق عندما 
كانت B = [aaa]‏ كذلك لو بحثنا عن الحل الأساسى المسموح به المقابل 
للمصفوفة B=la,,a,,a,]‏ لحصلنا على: 





إن جميع الحلول الثلاثة السابقة» وإن كانت مصفوفتها الأساسية مختلفة إلا أنها مثلة 
بالنقطة الحدية (2,2,0,0,0) = (, (x1, X3, X3, X4,‏ إن هذه الحلول الثلاثة الأساسية 
المسموح بها غير نظامية تحتوي على متغير أساسي مساو للصفر. 

إن هذا المثال والمثال السابق أظهرا بشكل جلى الارتباط الوثيق بين JAH‏ 
الأساسية المسموح بها بالنسبة لنظام المعادلات وبين النقاط الحدية للمنطقة المحدبة 
المحددة بالمتباينات. نبرهن فيا يلى أن ie pat‏ النقاط الحدية مكافئ لمجموعة الحلول 
الأساسية المسموح Le‏ 

هذا وقد سبق أن لاحظنا الارتباط الوثيق بين النقاط الحدية وبين المتجهات 
المستقلة خطيا. نعبر عن هذا الارتباط من خلال النظرية التالية التي نوردها بدون 


برهان. 


طريقة السميلكس 1١‏ 


نظرية (5 ,7و 5) 

لتكن x=(x),...,",)‏ نقطة في المنطقة المسموح با K‏ . تكون × نقطة 
حدية ل × إذا وإذا فقط كانت مجموعة أعمدة المصفوفة A‏ التابعة للمركبات 
الموجبة ‏ «#مستقلة خطيا. 
نظر 0)4,¥,£( 
لتكن A‏ مصفوفة من النوع MXN‏ رتبتها تساوي .m‏ ولتكن K‏ المجموعة المحدبة 
المكونة من المتجهات × التى تحقق الشروط ASV‏ 


Ax =b, X> Û (4.5) 


تكون النقطة x‏ حدية بالنسبة للمجموعة المحدبة × إذا وإذا فقط كانت x‏ حلا 
اا بعد ا + 
الرهان 

(4.5) ا فا به لنظام‎ Se AEE PETE E i لمكن‎ 


Xa + xa, + +x a, =b 


mo è m 


حيث إن aa, ap‏ (المتجهات الأول من المصفوفة (A‏ مستقلة خطيا. 


لنفرض Yue‏ أن النقطة × ليست نقطه حدية» إذن يمكن كتابتها على النحو 


Yy‏ | الا الرياضية a= al‏ الخطية 


x=Ay+(1-A)z 0> 2> 1 VWZEK y#z 


ونا أن 1 > >0» لدا LS db‏ الأخرة للمتجهين 7.2 (والتى عددها يساوي 
-72) تساوى الصفر. وعلى هذا OLB‏ 


ya, + y.a, ++ y a, =b 


mm‏ ب 
za; + Load, + i -+ rd al = b‏ 


MT I 


SEJ 


(ıı - 4 Jar + ) ور‎ - z )art H Yn Znan = 0 


با أن gand‏ ر 4,..., 4,4 مستقلة خطياء إذن: 


J-2 =0 1= | ..... 22 


وبالتالي Ob‏ 2= =× وهنا يظهر التناقض» des‏ هذا op‏ × نقطة حدية 
للمجموعة المحدبة × . وبالعكس نفترض أن النقطة x‏ نقطة حدية للمجموعة 
المحدبة K‏ سنبين الآن أنها حل أساسى مسموح به للنظام (4.5). لنفترض أن 
المركبات غير الصفرية للمتجه × هي Xp‏ ,..., ± ,× إذث: 
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Xa, tna, teta, =D, x <0 f=1,...,K (4.6) 


مستقلة Lhe‏ لو كانت المتجهات مر ilas‏ خطيا لتحققت العلاقة ASV‏ 
ya, + Ha,t--+y,a, =0 (4.7)‏ 


دون أن تكون جميع قيم ال y‏ صفرية. لنعرف المتجه y‏ كما يلٍ: 


y = Ces ee) 


oll‏ 1515۸ 0< ,× إذن يمكن اختيار 0 E>‏ بحيث إن: 
xt+ey20, x-é€y20‏ 
لاحظ أن الهدف من اختيار ع على هذا النحو هو أن نضمن بذلك وجود النقطتين 


YV, X—E ¥‏ جم +2 في المجموعة المحدبة JK‏ 
من )4.6( و )4.7( be ham‏ 


Pee eee ee eee ee 


(x TE y, Ja, +(x, tE y Ja, +--+ x, +E ya, = hb 


x-EyeK, x+E ye Kk osl‏ ولكن: 


£ الأسس الرياضية للبريجة الخطية 


x= >(x- £ (+> )×+ £ y) 
لذا فقد أمكن كتابة × على نحو يتعارض مع تعريف النقطة الحدية للمجموعة المحدبة‎ 
حل آساسی مسموح به للنظام (4.5). وببذا‎ × Ob وهذا يناقض الفرض. وبالتالي‎ . × 
ينتهي برهان النظرية.‎ 
لاحظ أن كل حل أساسى مسموح به يكافئ نقطة حدية (وفقاً للنظرية‎ 
مسموح به مقابل لنفس النقطة الحدية»‎ gull ولكن قد يوجد أكثر من حل‎ (GLI 
.)5 , PSU وهذه الحالة تحدث عند وجود حلول غير منتظمة كما شاهدناها فى‎ 
يقع‎ lel لاحظنا من خلال الدراسة السابقة أن الحل الأمثل للبرنامح الخطي‎ 
عند نقطة حدية للمنطقة المحدبة المحدودة بالمتباينات. كا بينت النظرية الأخيرة‎ 
التقابل ببين النقط الحدية للمنطقة المحدبة وبين الحلول الأساسية لنظام المعادلات.‎ 
نستدل من ذلك على أن البحث عن الحل الأمثل للبرنامج الخطي ينبغي أن يتم من‎ 
خلال الحلول الأساسية لنظام المعادلات التابع للبرنامج الخطي. تبين النظرية التالية‎ 
المبينة في (4.5) لابد أن تحوي على الأقل حلا أساسياً مسموحا به‎ K أن المنطقة المضلعة‎ 
واحداء وذلك إذا كانت غير خالية.‎ 
الخطية)‎ ie J (النظرية الأساسية‎ (E, ۲ , 0) نظريه‎ 
لدينا المنطقة المضلعة الانية:‎ 


K={x:Ax=b, x20} 


حيث A‏ مصفوفة من النوع MXN‏ رتبتها تساوى m‏ 
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١‏ - إذا كان للبرنامج الخطي حل مسموح به فهناك أيضاً حل أساسى مسموح 


pel إذا كان للبرنامج الخطى حل امثل مسموح به فهناك أيضا حل‎ -Y 


+S A أعمدة المصفويفة‎ a,.@,,...,8 لیک‎ -١ 
شی وليڪن‎ | 2 1 


TEL كع خلا فم عا به أن هذا ا لحل يحقق النظام‎ EA 


xa, + xa, +x a, =b 


iT 


لنفرض أن ote‏ المتغيرات الموجبة في الحل المسموح به يساوي 7 Oly‏ هذه المتغيرات 


DA ×, ۸ :... Ap هی‎ 
Xa, + Aa, + = b (4.8) 


فيكون لدينا الحالتان التاليتان: 

الحالة الأولى: المتجهات م 825...8و,8 مستقلة خطيا. 

إذا كانت p=m‏ فإن الحل يكون أساسياً. أما إذا كانت pem‏ فعندئذ يمكن أن 
نجد 7 M=‏ متجهاً من المتجهات المتبقية بحيث يصبح لدينا M‏ متجها مستقلاً. نعطي 
المتغيرات المقابلة هذه المتجهات قي صفرية فنحصل بذلك على حل أساسي مسموح 


به غير نظامي . 


1" لاسن الرياضية is pU‏ الخطة 


الحالة الثانية: المتجهات ,85,...,8, A)‏ مرتبطة Les‏ 
في هذه الحالة توجد أعداد 0# أحدها على الأقل مو جب بححيث إل: 
ya, thait TYA, = () (4.9)‏ 


من المعادلتين )4.8( و )4.9( نحصل على : 
yla, =hb‏ €— بع ارو[ ور - (x -E y, Ja, +(x,‏ 


بها أن أحد قيم ,( موجب. لذا OF‏ أحد هذه الأقواس على الأقل سيتناقض مع تزايد 
قيمة E‏ . وبإمكاننا زيادة قيمة E‏ بحيث يصبح أحد هذه الأقواس مساوياً الصفرء فإذا 


E ë $‏ كك 


اخترنا: 


min. y, > o|‏ دعم 
ظ Yi‏ 


فإن XE‏ يكون حلاً مسموحاً به وعدد متشيراته الموجبة 1-م عل الأكثر. نكرر 
ما سبق إلى أن نحصل على حل مسموح به تكون المتجهات ALL‏ له مستقلة clas‏ 
وبا نعود للحالة Ag WI‏ 

۲- بها أن البرنامج الخطي الذي يتمتع بحل آمثلي عند نقطة حدية» لذا فإن هذا 
البرنامج الخطي حلا أمثلياً أساسياً مسموحاً به. 


Simplex algorithm خوارزمية السمبلكس‎ (£, Y) 
لنفرض أن البرنامج الخطى مصاع بالشكل القيامى التالى:‎ 


min cx (4.10) 
s. 8 


Ax=b 
x20 


من الواضح أنه يمكننا إيجاد جميع حلول النظام ط = AX‏ ثم إهمال تلك الحلول التي 
لا حقق الشرط x20‏ وتعويض الحلول المتبقية في دالة الهمدف» ومن ثم اختيار SEN‏ 
الأمثل الذي يعطينا القيمة الصغرى. إلا أن عدد الحلول الممكنة |S‏ هو واضح من 
الصيغة )4.4( هو عدد كبير حتى لأرقام صغيره. فعلى سبيل JUL‏ إذا كان 


20 | 
0 = 184756 فإن:‎ n= 10, n= 0 


وهذا يظهر جلياً عدم فعالية هذه الطريقة لحل المسائل العملية. إن حل المسألة (4.10) 
Se‏ عملياً يتم باستخدام طريقة السمبلكس والتي تبدأ بحل أسابى مسموح به ثم 
نعمل على إيجاد حل أساسى آخر مسموح به تكون قيمة ila‏ الهدف عنده أقل من 
قيمتها عند الحل السابق. بمعنى إنها تقوم بالانتقال من حل إلى آخر محافظه على 
الشرط x20‏ وبحيث نجعل قيمة Ul‏ الهدف تتناقص حتى تصل إلى قيمتها 
الصغرى. 


TA‏ الأسس الرياضية ie U‏ الخطية 

نفترض مبدئياً أن هناك حلاً أساسياً ابتدائياً مسموحاً به (سنوضح فيا 
بعد كيفية الحصول على هذا الحل). وسنقوم lab‏ يلي بشرح للخطوات التي تؤدي 
للحل الأمثل. 
خوارزمية CEH)‏ (خوارزمية السميلكس) 
أولا: اختيار المتغير الداخل إلى الأساس: 

سنوضح bled‏ كيفية التحكم في اختيار المتجه الداخل إلى الأساس 
والذي سينقلنا من حل أساسي مسموح به إلى حل أساسي آخر مسموح به» تكون 
عنده قيمة دالة الهمدف أقل من قيمتها عند الحل السابق. 

لنرمز لمصفوفة المتجهات ال m‏ الأولى من المصفوفة A‏ بالرمز B‏ 
(المصفوفة الأساسية) ولمصغوفة باقى المتجهات بالرمز N‏ أي أن A =[B,N]‏ 
ولرمز x,‏ لمتجه ol pall‏ اا و xy‏ لمتجه المتغيرات غير اا Che‏ 
لمتجه المعاملات التابعة للمتغيرات الآساسية وة لمتجه المعاملات التابعة 
للمتغيرات غير الأساسية. وبناء على ذلك فإن المسألة (4.10) تصاغ على النحو 
التالي: 


min Cp Xp HCN Xx (4.11) 
s. TÎ. 
Bx, + Nx, =b 
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إن الحل الأساسى المقابل للمصفوفة B‏ والذي نفترض أنه مسموح به» نحصل 
عليه بجعل 0= oxy‏ ومن ثم نحل نظام المعادلات Bxy=b‏ أي أن 
ox, = 8 "0‏ إن قيمة دالة ال هدف بالنسبة لهذا الحل الأسابى هى: 


— „1 PIR 
z,=c,B 0 


نحصل على صياغة عامه للمتجه Xp‏ من خلال الشرط الأول للمعادلة )4.11( كما يلل : 


x, =B b-B Nxų 


بتعويض ذلك ف دالة الهدف نجد: 


ادك جا 8 (Bb‏ 2 دحج 

kk, (4.12)‏ زا قرت - (c!‏ + ا جام دج 
jes‏ 

Ge‏ ترمز 5 لجموعة Dol‏ المتغيرات غير الأساسية و,2- =٥,‏ م حيث 
,"8= (2" ظيّ) > ez,‏ وبالنظر إلى المعادلة الأخيرة من (4.12) فإننا نجد أن 
قيمة > تعطى بدلالة المتغيرات غير الأساسية؛ وإن عناصر الصف الممثل ها ( وهو 
الأخير فى الجدول) ما هى Y‏ - ,© - ”. وإذا كانت 8 هى المصفوفة الأساسية 
ob‏ الحدول المقابل ها هو: 


الأسسس الر ياضية تة الخطة 


أب 





إن المعادلة (4.12) ترشدنا إلى طريقه تحسين الحل الأساسي الأول المسموح به. نختار 
المتجه ,8 المقابل للمتغير غير الأساسي ,× بحيث تكون قيمة المقدار :7 سالبة ثم 
نحاول إدخال ay‏ إلى المصفوفة الأساسية بجعل قيمة ,× تتزايد (تصبح موجبة) مع 
الإبقاء على بقية المتغيرات غر الأساسية مساوية الصفر فتتناقص قيمة دالة المدف z‏ 
عن قيمتها الأصلية لتصبح: 


i= 7 T i Ak 


نظرية(؟ , 4,7 ) شر ط Optimality Conditionals‏ 

إذا كان 0< ر لكل المتغيرات غير الأساسية فإن الحل الناتح هو حل Heal‏ 
أي أن قيمة دالة الهدف عند آي حل آخر مسموح به ستكون أكبر من أو تساوي قيمة 
دالة الهدف عند ذلك الحل. 
البرهان: بها أن أي حل مسموح به سيحقق الشرط 0< ex;‏ وبا أن الفرض ينص على 
أن 0 < ,7 عند حل ما "ج لذا فإننا نستنتح من العلاقة (4.12) أن: 


z—-z 20 


أي أن الحل x"‏ الذى يتحقق من أجله 20 r,‏ لكل المتغيرات غير الأساسية هو حل 


eel 
(EV Y) JE 
min E a 
S.1. 
x,-2*e, > 4 
—X,+x,55 
XX, 2Û 
Ol 


Vy‏ الأسس الرياضية للبريجة الخطية 


نا أن C —z,(0‏ لذا OIG VL‏ تحسين الحل» وذلك بجعل Ns Lalas! Lasers XxX.‏ 
نتعرف على القيمة التي يمكن أن تعطي ل ,× وأي المتغيرات سيخرج من الأساس. 
نحسب ما يلى : 


Pa F 5 4| | 2 4+2x, 
و‎ = =B b-B ax, = 8 A, = 
Yi 3 l 3 - م د‎ 


من الواضح أن أكبر قيمة يمكن أن نعطيها ل x,‏ هي 3 وبذا يصبح الحل الجديد 
يساوي (0,3,10,10)» وتصبح المصفوفة الأساسية الجديدة هي (B=[a,,a,]‏ 
ونتابع مرحلة جديدة انطلاقاً من المصفوفة الأساسية الجديدة. 
نظرية ٤(‏ و 5,7 وحدانية الحل الأمثل : 

إذا كان 0 < ” لكل المتغيرات غير الأساسية فإن الحل الأمثل يكون حينئذ 
bes‏ 
أما إذا كان 0 < r‏ لكل المتغيرات غير الأساسية وكان 0 = ,7 لأحد هذه المتغيرات» 
فإن جميع القيم المسموح بها ل X,‏ سوف تؤدى إلى عدد لاخبائي من الحلول الأمثلية. 


(£,%, مغال (ه‎ 
min -3x +X, 
S.t. 
i وال‎ =4 
-X tX, +x, =l 


ae =U 


طريقة السمبلكس vy‏ 


B= la, 1, | 
ol أي‎ 


إن قيمة دالة الهدف المقابل للحل )4,0,0,5( هي 12- . ولكي نتأكد من إمكانية 


-1 1 0| 2 
f =C, —Z, =C, —C4B د‎ Te 1| 1 = / 


1[ |01 1 ظ 
r, =c,—-Z, =0—(-3,0) ` she =3‏ 


ا أن =c,-z,)0 Wisscr, =c,-z,)0‏ و۶ لذا فإن Jbl‏ )4,0,0,5( هو JAI‏ 
الأمثل كا يتضح ذلك من الصيغة )4.12( 
ثانيا: اختيار المتجه الخارج من الأساس 

نفترض أنه لدينا حل أساسى منتظم بمعنى أن المتغيرات الأساسية جميعها 


مو جبه X; > 0, | ٠...‏ . ادا ols‏ ا A aoe‏ حت k>m‏ شو المتجه الذى 


Vs‏ لاسن الرياضية is pU‏ الخطة 


سيد خا إلى الأساس فكيف يمكن اختيار المتجه الخارج من الأساس الذى سيحل 
عله بحيث نحصل على حل آساسی جديد X20 Git‏ 

بها أن المتجهات ال m‏ الأولى هي المتجهات الأساسية (مستقلة خطياً) op‏ 
المتجهات 1.....25 +287 a, k=‏ يمكن جعلها AS‏ كيب خطى من Sb‏ المتجهات أي 
ze)‏ 


Ltr JN 


a, =a, J, $a, Phet ‘TA Kink 


: الناتح م٠ العلاقة الأول نحصا عا‎ > by S206 SO غم‎ 
z 4 eG ie ir 5 د‎ 


(x 7 Ôy Ja +(x, = dy, Ja, te +(x, 0 OV iy JO n, + da , = b 


إذا جعلنا قيمه 6 تتزايد من الصفر تدريجياً Ob‏ معامل a,‏ يأخذ فى الزيادة» وبفرض 
أن a,‏ سيخرج من الأساس وسيحل عله cay‏ فإن اختيار 8 على النحو التالي: 





(4.13) سے - 0 > ó = min Ai y,‏ 
(Ya | Ya‏ ' 
سوف fat‏ أحد المعاملات ينعدم ونحصل على حل أساسى مسموح به جديد. 
إذا ols‏ هناك أكثر من دليل Gop i‏ إلى قيمة واحدة ل 8 فإن ذلك يعني أن 


الحل الجديد غير منتظم. وإذا لم تكن هناك قيمه موجبة GY‏ من Ya‏ فإن ذلك يعني أن 


طريقة السمبلكس Vo‏ 


ليس هناك من حل أساسى مسموح به محدود» بمعنى أن دالة GAA‏ تصل في هذه 


LLI‏ 2 يمه عار ګل وده. 


ثالثا: العلاقات المحورية 
بها أن مجموعة المعادلات Ax=b‏ مستقلة chet‏ لذا يمكننا باستخدام 
العمليات الأولية على المصفوفات كتابة هذه المجموعة من المعادلات على الشكل 


Yim] A ml 0 "T Fia x, +X = Yio 
Fa ml Xt] i ١ H cee x, +X, l 1 Fao (4.14) 
Fmi A ml ا نحن‎ A, TAn = Fmi 


المتغيرات ال سانتة شی Xi‏ ...وق x:‏ أما المتغيرات عير الأساسية st?‏ 


x X‏ وبالتاليى: 


aiaa | 3 A ad 5* * aed 7 


يمكن كتابة المعادلات السابقة على الشكل الجدولي الآتي: 


Fn = Fin l 0 o 0 Fio 
Jima U Ja U 1 = Û ن د‎ 


J mm aa J aa 0 0 ا‎ 1 Yma 


متغير غير آساسى» ما هي التغيرات التي يجب إجراؤها على الشكل القياسى حينئذ؟ 


۷٦‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


بها أن المتجهات الأول التى عددها 7# هى التى تكون الأساس» لذا فإن أي 
متجه آخر يمكن كتابته على شكل تركيب خطى من هذه المتجهات: 


a, =a يه + رز[‎ Jt ota Vay )4.15( 


لنفترض أنئا نود استبدال المتجه ,4 حيث :7 > 5 > 1 بالمتجه Olea,‏ 


m 
a, = aA; Yi Ta Yy 
i=! 
ER 
وبالتالي فإن:‎ 
| i Yi 
و لك ر وج‎ 
Yst i=l Ys 





وبالتالي فإن نظام المعادلات الجديد يمكن الحصول عليه من العلاقات التالية: 





= _ it ., 
Yij Vi y Yaj LES 
= (4.17) 
x y a} + 
y sj ع ع‎ 3 
Vs 


حيث +1,٠٠٠,١‏ = 7 . إن العنصر ,نا يسمى بالعنصر المحورى. العلاقات )4.17( 
تسمى العلاقات المحورية؛ وهي تعني أنه لإخراج ,4 من الأساس وإدخال a,‏ بدلا 
منه علينا استبدال الجدول السابق بجدول جديد بناء على الخطوتين التاليتين: 

استبدال جميع العناصر الموجودة في صف العنصر المحوري» وذلك بقسمتها على 
العنصر المحوري ,«. أما العمود المحوري فتصبح جميع عناصره (ماعدا العنصر 
المحورى ) أصغارا. 

استبدال جميع العناصر الأخرى بناء على قاعدة المستطيل الآتي : 





VA‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


الآن نعطى ملخصاً عن كيفية حل مسألة البرمجة الخطية بطريقة السمبلكس 
خوارزمية )£ (EY,‏ (ملخص خوارزمية السمبلكس) Simplex Algorithm‏ 

نتبع الخطوات التالمة: 
أولا: نبدأ بصياغة مسألة البرنامج الخطي بالشكل القياسى. 
ثانيا: نضع المعلومات الناشئة عن المسألة في جدول» ونجعل في السطر الأخير 
المعلومات الناشئة عن دالة المدف أخذين فى الاعتبار ج كمتغير Gls]‏ مرتبط 
بالمتغيرات ,× ,..., ب x,‏ بالمعادلة الآتية: 


0A + 6, X, TFC A =f 


nn 


نرمز لأعداد الصف الأخير بالرمز ر۲ ونسميها بمعملات التكلفة النسبية. 
الثا:نكرر gY‏ 
» نعين المتغير الداخل إلى الأساس» وذلك بفحص الأعداد الموجودة في السطر 
الأخير الممثلة ل ٣فإن‏ كانت جميعها ( ماعدا الرقم الأيمن) موجبة أو أصفارا 
حيتئذ يعتبر هذا الجدول نبائياً ونحصل منه على الحل الأمثل. وإذا لم يكن الأمر 
كذلك up‏ نأخذ أصغر هذه الأعداد في الاعتبار» ونسمى عموده العمود 
اللحوري (وذلك إذا كانت دالة ال هدف في البرنامج الخطي دالة تخفيض). 
» نعين المتغير الخارج من الأساس حسب الصيغة (4.13). ذلك أن أصغر النسب 
الناشئة عن قسمة أعداد العمود الأيمن على الأعداد الموجبة المقابلة ها فى العمود 
المحوري» يعين الصف المحورى وهو يقابل المتغير المغادر. أما العمود المحورى 
فيقابل المتغير الداخل» ويكون العنصر المحوري عند تقاطع الصف المحوري مع 


طريقة السمبلكس v4‏ 


العمود المحوري. ob‏ لم نجد في العمود المحوري lase‏ موجباء فذلك يعنى أن 
المسألة غير محدودة. 
e‏ نجري العمليات المحورية وفقا للصياغة )4.17( كالتالي: 
١‏ - نقسم كل ote‏ من أعداد الصف المحوري على العنصر المحوري. 
-Y‏ نطرح مضاعفات مناسبة للصف المحورى LAL‏ من أعداد الصفوف 
الأخرى كي يصبح كل عنصر من العمود المحوري ( ما عدا العنصر المحوري ) 
مساوياً للصفر. 


مثال )9 ,%,£( 


استدل المتجه a,‏ بالمتجه E a,‏ الخال التالى واستنتج حلا أساسيا ine‏ 


2 4 -1 1 0 0 9 
A=|-3 2 -2 01 0| b=4 
0 -1 -1 0 0 I 5 


بإجراء العمليات المحورية على المصفوفة [A |b]‏ كا هو مبين في الخورزمية 
het)‏ , 15. 


ومع ملاحظة أن العنصر المحوري هو 2= an‏ نحصل على : 
1 | 0 2 1 3 () 5م 


-15 1 -1 0 05 0| 2 
—15 0 -2 O 05 11/7 


RES مجة‎ pl لاسن الرياضية‎ Ae 
=k oy] 2 = 7 أي أن الحل الناتح هو‎ 
(£,%, 1) مثال‎ 


ليكن لدينا نظام المعادلات GV‏ استبدل المتغيرات غير الأساسية 
x; EET‏ لتصبح اا واستنتح Se‏ اساسا tude‏ 


X, +X = و‎ + × - 5 
mE. AG =3 
=. ok واج‎ +x, = -l1 


أولا: نجري العمليات المحورية فيكون المتغير ,× الخارج والمتغير ,× الداخل؛ 
فنحصل على الحدول التاى: 


x, | -l 100 5 
x, ئ‎ - 3 2 10 -7 
x 0 3 2 1 0 1 4 


أي أن الل dbl‏ هو ,5= ×,4= × ,7- - ود . 
ثانيا: نجرى العمليات المحورية فيكون المتغير ,× الخارج والمتغير x,‏ الداخل؛ 
ers‏ على الحدول التال: 


x, 1 0 -04 06 02 0 36 
„n 0 1 06 04 02ل‎ 0 14 
x, 0 0 -02 -02 06 1 -02 


طريقة السمبلكس A\‏ 
أي أن ا لحل الحا هو ,3.6 = ,×,0.2- = ود ,1.4 > „X,‏ 
ثالثاً: نجري العمليات المحورية فيكون المتغير x,‏ الخارج والمتغير x,‏ الداخل؛ 
فنحصل على الحدول التالي: 


x 1001 -1 -2 4 
x 0 101 2 -3 2 (4.18) 
= 0 0 1 1 -3 = 1 


أى أن الحل الحالى هو ,2= x, =4, x,=1,x,‏ 
tow‏ حا اساسا لنظام المعاد لات المذكور متغيراته الا ساسة هي oe‏ اه 
إن حل البرنامح الخطى بجداول السمبلكس تعطينا طريقة مالاثمة لعمل خطوات 


(£ vY) Js 
حل البرنامج الخطي التالي بطريقة السمبلكس:‎ 


min zZ=—3x, —2x, (4.19) 
s. t 
PA E ا‎ 
-3 +4x, > 3 
3-5 


XX, 20 


AY‏ الأسس الرياضية لليرمجة الخطية 


أولا lug:‏ يصياغة البرنامج الخطي )4.19( بالشكل القياسى فندخل المتغيرات المكملة. 
فنحصل على البرنامج الخطي التالي: 


min Z= =3 - 2X, 
s. t. 
غ ت‎ =] 
—3x,+4x,+ x, =13 
X,+X,+ XxX, =5 


Tao لاك‎ 


Ls‏ نضع المعلومات الناشئة عن البرنامج في جدول حيث نضع t‏ العمود الأيسر 
المتغيرات الأساسية المقابلة لكل معادلة من معادلات القيود. وفى الصف الأخير 
معاملات التكلفة من معادلة الحدف. dy‏ العمود الأيمن نضع bagal‏ ونضع 
أسفل هذا العمود فى الصف WE‏ سالب قيمة دالة المدف 27- حيث يكون في 
الصف الأخير من الجدول المعادلة التالية: 


-3x — 2x, +0x, +0x, + ج - ين‎ > 0 


وف el‏ الحدول معامللات معاد لات القيود فنحصل على الحدول Jl‏ 


x, (2) -1 100 1 
u 3 4 01 0 13 
x 1 1 0 0 1 5 

32000 0 


AY ene 


WE‏ ورابعاً: نعين المتغير الداخل إلى الأساس وهو التغير المقابل لأصغر الأعداد 
السالبة الموجودة فى السطر GEV‏ وبذلك يكون ox,‏ ويقال للعمود المقابل لهذا 
المتغير العمود المحوري» ثم نقسم كل عنصر من عناصر العمود الأيمن على كل 
عنصر موجب plis‏ له في العمود المحورى؛ فنحصل على المجموعة }5/1 ,11/2؛ 
ويكون الصف المقابل لأصغر هذه الأعداد هو الصف المحورى وحيث إن 1/2 هو 
أصغر هذه الأعداد فيكون الصف الأول هو الصف المحوري. وتقاطع الصف 
المحوري مع العمود المحوري يعطينا العنصر المحوري والذي هو (2). والمتغير 
gel VI‏ المقابل للصف المحورى هو المتغير الخارج من الأساس» وهو JX;‏ 

خامسا : iS‏ العمليات المحورية laa a‏ للصيغة )4.177( ens‏ على الحدول التالى: 


US‏ ا 0 15 05- 1 وي 
x, 0 25 15 1 0 145‏ 
x, 0 (15) -05 0 1 45‏ 
15 0 0 15 35- 0 


وحيث إنه SI p‏ هناك عنصم t‏ الصف الأخير drat‏ سالبة فإئنا gle‏ د الخطوات 
السابقة فنحصل على الحدول النهائى SH‏ 


x 1 0 1/3 0 13 2 
x 0 0 7/3 1 -5/3 7 
x, 0 1 -1/3 0 2/3 3 

0 0 1/3 0 7/3 12 


geai At‏ الرياضية is at‏ الخطية 


أي أن الحل الأمثل هو ,3= ر× ,7= ,2 ,2= x,‏ ,12-=2. 
مثال (EYA)‏ 


حل البرنامج الخطي التالي بطريقة السمبلكس: 


min - + aX; 1+2 (4.20) 
5. È. 
Pa اک غ ات‎ 


Xk, لات‎ 


أولاً: نبدأ بصياغة البرنامج الخطى )4.20( بالشكل القياسى ثم ندخل المتغيرات 
الإضافية التالية فنحصل على البرنامج اطي التالي: 


mın SSE EI FEI 
S.t. 
SEET, S] 
21خ 2د تک‎ 


ثانيا: نضع المعلومات الناشئة عن المسألة في الجدول التالي: 


x, (2) 2 3 101 
x. 1 إت‎ 2011 
3 3 5 00 0 


طريقة السمبلكس AO‏ 


We‏ ورابعاً: ,× هو المتغير الداخل إلى الأساس. وبقسمة كل عنصر من عناصر 
العمود الأيمن على كل عنصر موجب مقابل له في العمود المحوري نحصل على 
المجموعة }1/2{ وبالتالي فإن ,ند هو المتغير الخارج من الأساس» و )2( هو العنصر 
ادس 

خامساً: نجري العمليات المحورية وفقا للصيغة )4.17( فنحصل على الجدول التالى: 


x 1 -1 15 05 0 05 
x 0 0 -35 -05 1 05 
0 0 95 15 0 15 


أي أن الحل الأمثل هو,05 = ,× ,05= .z=-15, x,‏ 
مثال (EY.A)‏ 


حل البرنامج الخطي Sol‏ بطريقة السمبلكس: 


max —lOx, +32x, +48x, +54x, 
S.t. 

Letan tiG 2,5 24 

Sa tin t n+ 3X, £32 

6X, +x, + 6x, +10x, ك‎ 64 

SX FOX FIX FIA, SSI 


E E ee et 


أولا: نبدأ بصياغة البرنامج الخطي بالشكل القياسى فندخل المتغيرات الإضافية 
لنحصل على البرنامج الخطي التالي: 


max —10x, + 32x, + 46x, +54x, 
S.t. 
21 5ع 1د‎ LTL - 4 
الل دده‎ ME IE oe, =32 
ox, $5x, Ox, +10x, + x, =64 
3x, FOL + 9x, +12x, + x, = 1 


Xo Xas Xas Xas Xas و جنك و يناك‎ Ney > () 


انياً: نضع المعلومات الناشئة عن المسألة في الجدول التالي: 


x 2 3 5 1 1 0 0 0 24 
x 5 2 1 3 010 0 32 
x, 8 5 6 (10) 0 0 1 0 64 
x 3 6 9 12 0001 81 

-10 32 48 54 0000 0 


maximization ورابعاً: حيث إن دالة الهدف في البرنامج الخطى هي دالة تعظيم‎ WE 
فإن المتغير الداخل إلى الأساس وهو المتغير المقابل لأكر الأعداد الموجبة‎ problem 
وبعد ذلك نت‎ 6X الموجودة في الصف الأخير (أي صف دالة الهدف) وبذلك يكون‎ 

نفس الخطوات المذكورة في الخوارزمية E)‏ ,25%( والمثالين السابقين. وبقسمة كل 
عنصر من عناصر العمود الأيمن على كل عنصر موجب مقابل له في العمود 
gyll‏ نحصل على المجموعة }81/12 ,64/10 ,32/3 ,124/1 أو 


طريقة السميلكس AY‏ 


}6.75 ,6.4 ,10.67 ,124» ويكون الصف المقابل لأصغر هذه الأعداد هو الصف 
المحورى وحيث إن 6.4 هو أصغر هذه الأعدادء لذا فإن الصف الثالث هو الصف 
المحوري. وتقاطع الصف المحوري مع العمود المحوري يعطينا العنصر المحوري 
GUL‏ هو (10). والمتغير الأساسى المقابل للصف المحوري هو المتغير الخارج من 
الأساس» وهو ,د . لاحظ أن الحل يكون Lied‏ عندما تكون جميع الأعداد فى صف 
دالة المدف (الصف الأخير) غير موجبة؛ وذلك OV‏ دالة الهدف هنا دالة تعظيم. 

خامسا: نجري العمليات المحورية وفقا للصيغة )4.17( فنحصل على الحدول التالي: 


rx, 12 25 44 0 1 0 -01 0 176 
x, 26 05 -08 0 0 1 -03 0 128 
x, 08 05 06 10 0 01 0 64 
x, 66 00 (18) 0 0 0 -12 1 42 
-532 50 156 0 0 0 -54 0 -345.6 
الناتج هو‎ JA) فيكون‎ 


z= 345.6, x, =17.6, x, =128, x, =64, x, ,42د‎ 


وحيث إنه لا يزال هناك عنصر في الصف الأخير قيمته موجبة Lp‏ نعاود الخطوات 
السابقة فيكون العنصر المحوري هو (1.8). ثم بعد إجراء العمليات المحورية نحصل 
على الحدول التاى: 


AA‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


x, 1733 (25) 0 0 1 0 283 244 733 
x, 033 05 0 0 0 1 -083 044 14.67 
x, 30 05 0100 05 -033 50 
x, -367 00 1 0 0 0 -067 056 2.33 
40 50 00 0 0 50 -867 -382.0 
ا لحل الناتح هو‎ O gai 


z=382.0, x, =7.33, x, =14.67, x, =5, x, - 3 


وحيث Val‏ يزال هناك عنصر فى الصف الاخ قيمته موحبق فإئنا نعاود الخطوات 


ولنختار 


السابقة. لاحظ أن هناك عمودين في كل منها قيمة معامل التكلفة 5,0 - r‏ 


العمود الأول المقابل للمتغير ox,‏ أى أن xy‏ هو المتغير الداخل إلى الأساسء 


ويكون العنصر المحورى هو (25)؛ وذلك SY‏ 


. 7.33/25 = 29, 14.67 / 3 = 29.3, 5.0/05 = 00 


ثم بعد إجراء العمليات المحورية نحصل على الجدول التالي: 


6933 1 0 0 04 0 1133 -O0978 2.933 
38 0 0 0 -02 1 -14 0.93 13.2 
-0.467 0 0 1 -02 0 -0.067 6 3933 
367 0 1 0 OO 0 —-O67 056 20 
-3067 0 0 0 -02 0 -067 -—3/5 —396.67 


طريقة السمبلكس AG‏ 


وبما أن جميع الأعداد في الصف الأخير غير موجبة فيكون الحل أمثلياً هو كما بلي: 


.2=-396.67, x, = 2.933, x, =13.2, x, =3533, x, =2.33 


SY (£, £)‏ خاصة Special Cases‏ 
١(‏ ,؛ , 4) عدم وحدانية الل Multiple Optimal Solutions‏ 
كال )1,£,£( 
إذا كانت جميع الأعداد في الصف الأخير غير سالبة» وكان هناك قيمة صفرية 
مقابلة لمتغير غير أساسى» فإن ذلك يعني أن هناك أكثر من حل آمثلي؛ أي أن JEN‏ غير 
|S amy‏ یبن ذلك الخال الاق : 


min — 100x, — 100x, 
S. t. 
2X, S 8 


3x +3 13 
Xp% 20Û 


أولا: نبدأ بصياغة البرنامج الخطي بالشكل القياسي التالي: 


min  —100x, — 100x, (4.21) 


s. t 
SEFIL ER - 8 


3x, + 3 +x,=15 


o ناك‎ 


T‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


ثانيا: نضع المعلومات الناشئة عن المسألة (4.21) في الجدول التالى: 


š, 7 2 10 8 
x, (5) 3 0 1 15 
-100 -100 0 0 0 


بتحديد العمود المحورى وفقا لأصغر الأعداد السالبة الموجودة فى السطر الأخير 
ونعين العنصر المحوري (5). 
خامساً: نجري العمليات المحورية وفقا للصيغة )4.17( فنحصل على الجدول التالى: 


x, 0 (08) 1 -04 20 
x, 1 06 0 02 30 
0 -40 0 200 0 


ثم نعاود الخطوات | ii‏ فنحصل على الجدول النهائي التالي: 


o> 0 1 125 -05 25 
x 1 0 -075 05 1.5 
0 0 500 00 400.0 


وبا أن جميع القيم في صف دالة المدف غير سالبة Io Sa‏ أمثلياً وهو كالتالى : 
و25 > x, - 15, x,‏ ,400.0-- ج. مع ملاحظة أن الحل غير وحيد» حيث من 


طريقة السمبلكس \ q‏ 
الممكن إيجاد حل آخرء وذلك بعمل العمليات المحورية حول أي pais‏ موجب في 
العمود الذي يقابل قيمة صفرية في صف دالة الهدف. فنقوم بالعمليات المحورية على 
الحدول السابق: 


x, 0 1 125 -05 25 
x, 1 0 -075 )05( 15 
0 0 500 00 0 


فنحصل على الحدول التاى: 


x 1 1 05 0 4 
x, 2 0 -15 1 3 
0 0 500 00 4000 


وبذا ges‏ ل على حل آخر أمثل وهو التالى : :>= Z = —400.0, Aa = 4, Xa‏ . 


مالاحظة 
إذا كان كل من X,Y‏ حل" reli Led‏ خطي فإن بم + ع( -1) z=‏ هو 
حل أمثل آخخرء وذلك لكل 1 > + > 0. 


qY‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 
٤, E, Y)‏ ) دالة )444 غير 94% 63 Unbounded Linear Programming‏ 
مثال (؟ )٤, ٤,‏ 


إذا كانت جيع الأعداد في العمود المحوري غير موجبة OP‏ دالة SA‏ غير 
حدودة كما يبين ذلك الخال OY)‏ 


min —X — 3X, (4.22) 
s. t. 
x,-2x, <4 


¥ +2 3 


XX, 20‏ 
أولا lui:‏ نضماغة البرنامج الخطي بالشكل القياسى التالي: 
(4.23) 
X,—-2xX,+x, =4‏ 


= 2 +x, SS 


Made testy = l 


ثانيا : نضع المعلومات الناشئة عن DLA‏ (4.23) في الحدول التالي: 


x 1 2104 
x, -1 (2) 0 1 3 
-1 3000 


طريقة السمبلكس ay‏ 
WE‏ ورابعاً: نعين المتغير الداخل إلى الأساس و المتغير الخارج من الأساس» 
وذلك بتحديد العمود المحورى وفقاً لأصغر الأعداد السالبة الموجودة في السطر 
الأخير ونعين العنصر المحوري (2). 

خامسا: نجري العمليات المحورية وفقا للصيغة (4.23)» فنحصل على الجحدول 
التالى : 


xX O0 0 1 1 7 
x 05 1 0 05 15 
-25 0 0 15 45 


وحيث إن العمود الأول هو العمود المحوري وجميع الأعداد فيه غير موجبة فإننا 
نحصل على حل غير محدود. ونرى ذلك جلياً من الشكل الممثل للبرنامج الخطي 
(4.22) في الصفحة التالية. إن المنطقة التى فيها الخطوط متقطعة هي منطقة JAI‏ 
المسموح به» كما تمثل هذه الخطوط دالة الهدف. يتضح من الشكل السابق أن دالة 
الحدف غير محدودة في منطقة الحل المسموح به؛ وذلك OY‏ قيمة دالة المهدف 


هس كلا زدنا من X dont‏ ب t‏ المنطقة المسموح Ue‏ 


qg‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 





مثال )2,1,£( 


min 3X, — x, + 3X, 
s. t 
= 25; لل‎ 


3x +× - پ4‎ > 3 


Ns U 
أولاً: نبدأ بصياغة البرنامج الخطي بالشكل القياسى التالي:‎ 


min 3X, - xX, + 3x, (4.24) 
s. t. 
G2 Fx, +X, =9 


لا عات ال E ae‏ 


طريقة السمبلكس ۹۵ 


ثانيا: نضع المعلومات الناشئة عن المسألة (4.24) في الجدول التالى: 


x 1 -2 1 [1 9 
x, 3 )1[( -4 0 1 3 
3 -1 3 00 0 


We‏ ورابعاً: نعين المتغير الداخل إلى الأساس و المتغير الخارج من الأساس وذلك 
بتحديد العمود المحورى وفقا لأصغر الأعداد السالبة الموجودة في السطر الأخير 
ونعين العنصر المحوري (1). 

Taali‏ نجري العمليات المحورية وفقا للصيغة )4.17( فنحصل على الحدول التالى: 


وبذا نحصل على حل غير محدود حيث إن جميع الأعداد في العمود المحوري 
ade‏ 
٤,۳ (‏ , 5 ) حالة الحل غير المنتظم Degenerate Solution‏ 

إن طريقة السمبلكس تتقارب من الحل الأمثلء وذلك عندما تقل قيمة illa‏ 
المدف في كل دوره. ولكن قد يحدث خلال إجراء حسابات خوارزمية السمبلكس أن 
تكون القيمة الصغرى للنسب المذكورة في الصيغة (4.13) مساويه للصفر. هذا يعني 
أن Lee‏ ذا قيمه صفرية سيترك الأساس ليحل عله متغير ذو dad‏ صفرية. بطبيعة 


۹٦‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


ا لجال لن يؤدي مثل هذا الوضع إلى تغير في قيمة دالة الهدف. إن أحد المتغيرات 
الأساسية يساوي صفراً» وهذه هي الحالة التي يقال فيها إن JH‏ غير منتظم وإن 
الانتقال من حل غير منتظم إلى حل آخر غير منتظم قد يعيدنا إلى حل غير منتظم سبق 
أن ابتدأنا به. 
مثال )£ ,£ ,£( 
اعتبر البرنامج الخطي التالى: 

min —3x, - 4x, 


s.t. 
=X, +X, £ A 


x +2x, 211 
x, +4x, S31 

2X, + 3 <27 
a 3 


XX, 2 Û 


ادا أدخلنا المتغيرات الإضافية فإنه سيعطينا البرنامج الخطى بالشكل القيامى التالى 


eS‏ المتغيرات الأساسية ھی AT‏ ,یا ,وت Agr‏ ووک 


min —3x, - 4x, (4.25) 
s.t. 
EFE +X, = 4 
-x tir + X =|] 
x, + 4x, + X; = 3] 
2x + 3 + X, =27 
اه‎ 2st 2-8 


ce ا ل‎ ene. seen 


طريقة السمبلكس qy‏ 


الشكل التالي يوضح منطقة الحل المسموح به: 


*2 د‎ +x, > 4 


2x, <11‏ + چ 
KEIM‏ 





NES | x, + Ax, < 3] 
asl هي‎ 2x, 4+ 3x, < 2i 


لاحظ أن تقاطع أي اثنين من المستقيمات التالية: 


-x +x, =4 
سي‎ + 2x, =11 

x, +4x, =31 
2x, + 43x, = 27 


يحدد النقطة الحدية (3,7). وإذا Lab‏ طريقة السمبلكس على البرنامج )6(4.25 فإننا 
نحصل على الجدول التالى والذي نقطة البداية هى نقطة الأصل )0,0( وهى النقطة 
الحدية الناتجة من تقاطع المستقيمين 0= =O 5X,‏ ,2 : 


۹۸ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


x, -1 (1) 10000 4 
x, -1 2 0 1 0 0 0 11 
x 1 4 00 1 0 0 31 
ع‎ 2 3 0 0 0 1 0 27 
x 1 -2 0 0 0 0 1 3 
3 -4 00000 0 


الجدول التالي يمثل هندسياً التحرك من نقطة الأصل إلى النقطة الحدية )0,4( وهى 
النقطة الحدية النائجة من تقاطع المستقيمين 0  -‏ و4 ح tty‏ *«-. 


x, -l 1 1 0 0 0 0 4 
x, G) 0 2 1 0 0 0 3 
; 5 0 4 0 1 0 0 15 
¢ 5 0 -3 0 0 1 0 15 
x, -1 0 2 0 0 0 1 l 
70 4 00 0 0 16 


لاحظ في هذا الجدول أن المتغير الداخل إلى الأساس هو ,د ؛ وأما المتغير الخارج من 
الأساس إما أن يكون Xg‏ أو م* ؛ وذلك SOY‏ فى الصيغة )4.14( متساوية لعدد 
من المتغيرات إذ إن }3{ = 15/5 ,15/5 ,3/1]. فإذا اخترنا ,× كمتغير خارج من 
الأساس فإننا نحصل على الجدول التالي: 


طريقة السمبلكس 44 


xX 0 1 -1 1 0 0 0 7 
x 1 0 2 1 0 0 0 3 
x OO 6 -5 10 0 0 
x, 0 0 (7) -5 0 1 0 0 
x 0 0 0 1 00 1 14 
0 0 -10 7 0 0 0 37 


هذا يمثل هندسياً التحرك من النقطة Godt‏ )0,4( إلى النقطة الحدية )3,7( بها أنه في 
هذه الدورة ‏ 0-ود obx,=05‏ تقاطع المستقيمين 11- ,23+ - 
5 4= ر× + د- يحدد النقطة الحدية (3,7). إن المتغير الداخل إلى YI‏ ساس هو GX;‏ 
وأما المتغير الخارج من الأساس فإما أن يكون ,× أو ,د ؛ وذلك SOY‏ في الصيغة 
)4.14( متساوية لعدد من المتغيرات حيث }0/6,0/7}={0{. فإذا اخترنا × 


كمتغير خارج من الأساس؛ فإننا نحصل على الجدول التالي: 


> 0 1 0 27 0 W 0 7 
x 1 0 0 -37 0 27 0 3 
x 0 0 0 -57 1 o7 0 0 
x, 0 0 1 7 0 W 0 0 
x, 00 0 (1) 0 O 1 14 

37 0 107 0 //ا- 0 0 0 


هذا يعني هندسياً أننا بقينا عند نفس النقطة الحدية (3,7). مع ملاحظة أن تقاطع 
المستقيمين 11 = ,22 + ×- و 27 = ر×3 + 2x,‏ محددا النقطة الحدية )3,7( فى هذه 
الدورة؛ وذلك xX, =0 4 ×, =OOY‏ 


© »+ \ الا الرياضية a= al‏ الخطية 


هنا تواجهنا مشكلة الحل غير المنتظم» حيث إن قيمة دالة الهدف ل تتحسن. 
وهذا يعطينا إحساساً بوجود دوران في طريقة السميلكس . هندسياً نحن لم ننتقل من 
نقطة حدية إلى نقطة حدية آخرى» ولكننا بقينا عند نفس النقطة واعتيرنا هذه النقطة 
كتقاطع مستقيمين مختلفين عن المستقيمين المتقاطعين في الدورة السابقة عند نفس 
النقطة. 

نستنتج ما سبق أنه في حالة تطبيق طريقة السمبلكس» عندما يكون هناك أكثر 
من متغير يمكن إدخاله إلى الأساس فإنه من السهل ملاحظة أن هذه المتغيرات ها 
قيمة تساوي الصفرء أي أن القيمة المقابلة لما في العمود الأيمن تساوي الصفر. إذا 
تابعنا خطوات السمبلكس وأضفنا دورة جديدة فإن الأساس المتبعة فى اختيار المتغير 
الخارج من الأساس سوف تختار هذا المتغير ذا القيمة الصفرية كعنصر محوري. وتبعا 
لذلك Ob‏ قيمة دالة المدف 2 لن تتحسر؛ وذلك GY‏ أضفنا فقط قيمة صفر ها. 
ولنذكر أن البرنامج الخطي له حل غير منتظم إذا كان هناك متغير أسامى قيمته صفر. 

في كثير من التطبيقات في حالات الحل غير المنتظم تؤدي طريقة السمبلكس إلى 
حل آمثلي» وذلك بعد اختيار متغير أساسى يغادر الأساس قيمته لا تساوي الصفر. 
ففى المثال E, E)‏ , 5) في الجدول الأخير نختار المتغير x,‏ كمتغير خارج من الأساس؛ 
وذلك لأنه لا يساوى الصفرء وبعد تطبيق العمليات المحورية حيث العنصر المحوري 
هو (1) المبين في الجدول السابق نحصل على الحدول التالى: 


x 0 1 0 0 0 VF 2A 3 
x 10000 27 J 9 
O0 0 0 0 1 -67 57 10 
x, 0 0 10 0 VW 57 10 
x, 0 0 0 1 0 0 1 14 
000 0 0 107 VT 39 


وبها أن صف دالة الهدف الأخير في هذا الجدول جميع قيمه موجبة» JH OP‏ 
الذى حصلنا ate‏ 5 وهو 


ox, =3, ×, =9, x, - 10, x, =10, x, - 14, z = 9‏ وهو يقابل هندسياً 
النقطة (9,3). 
Je ) ٤, ٤, £)‏ الدوران Cycling‏ 

في OYE‏ نادرة op due‏ حالة الحل غير المنتظم قد تؤدي إلى دوران 
cycling‏ وهذا يحدث عندما يكون هناك أكثر من متغير مغادر» أي أن القيمة في 
الصيغة (4.14) غير وحيدة. وإذا قمنا باختيارات dake‏ للمتغير المغادر فإن ذلك 
لا Sst‏ أي تحسن لقيمة دالة الهدف بل إننا نرجع إلى الجدول الذي قد حصلنا 
عليه في خطوات سابقة. وإذا تابعنا هذه الخطوات فإننا نصل إلى عدد لا dle‏ 
من خطوات السمبلكس دون الوصول إلى الحل الأمثل. المثال التالي يوضح حالة 
Olya‏ 
مثال (ه , ؛ , 5 ) 


اعتبر البرنامج الخطي التالي في حالته القياسية: 


١‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


x -40 80 20 -90 1 0 0 0 
x 05 -15 -05 10 010 0 
x 10 00 00 00 001 1 

-22.0 93.0 21.0 -240 00 0 0 


لو Lab‏ طريقة السمبلكس على هذا الخال لا خترنا العمود الرابع عموداً محوريا 
ولسوف نجد أن الجدول السابع مطابق للجدول الأول ولا ستمر الدوران عدداً لا 
Sle‏ من المرات. 
على الرغم من عدم حدوث ظاهرة الدوران بشكل كبير في المسائل العملية» إلا أن 
هذه UKA‏ جذبت laal‏ الباحثين. وقد استطاع بلاند Bland‏ عام ۱۹۷۷م أن يبرهن 
أن القاعدة البسيطة التالية تمنع حدوث ظاهرة الدوران هذه. 
فاعدة AG‏ 

-١‏ اختر العمود الداخل إلى الأساس وفقا للدليل الآق: 


k= min} j: r, < 0} 


أي الدليل الأصغرء وليس شرطا أن تكون قيمته الأصغر. 
(4.14) وحيدة فاختر المقابل لأول قيمة صغرى تواجهك فى العمود المحورى 


طريقة السمبلكس Ja‏ 


(EE, T Jie 
(é, ٤, 0) استخدم قاعدة بلاند على البرنامج الخطي المأكور ف المثال‎ 
في الجدول التالي:‎ )5 , ٤, OVS نضع المعلومات الناشئة عن البرنامج الخطي في‎ 


x, -40 80 20 -90 [ 
x, (05) -15 كلك‎ 10 0 
x 10 00 00 00 0 

-220 930 210 -240 0 


DOD o = O 
D å =e © & 
TO — © O 


بهذا يكون العمود المحوري هو الأول بدلاً من الرابع» ويكون العنصر المحوري 
هو[05). ثم نجري العمليات المحورية» فنحصل على الجدول التالي: 


x, 0 -40 -20 -20 1 80 0 0 
x, 1 -30 -10 20 0 20 0 0 
x, 0 30 (10) -20 0 20 1 1 

0 270 -10 200 0 440 0 0 


ثم نعاود الخطوات السابقة فنحصل على الجدول النهائي التالي: 


x 0 2 0 -5 1 4 2 2 
x 1 0 0 0 O O 1 [1 
0 3 1 -2 0 2 1 1 

0 30 0 18 0 42 1 1 


١١‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


أي أن الحل الأمثل هو 2= x, =1, x,‏ ,1ع ند ,1- ح ج , 


The Two-Phase method طريقة المر حلتين‎ ) £ , ©) 


mri 


عي ان كان تسادلنا بع اراس اکان ا 


min تج‎ © X 
$. t. 
Ax <b 
xz Û 


حيث إن 0< b‏ لكل ”> ك1 في هذا الفصل سندرس البرامج الخطية والتي لا 
يشترط أن يكون الطرف الأيمن فيها غير سالب» 
اعتبر البرنامج Jah‏ 


min —3x, +4x, (4.27) 
$. É. 
Xx +x, S5 


3, = 2x = 6 


aX, = 


إل صم نبا talal‏ الثانية = ]— سيغير فل ol‏ إشارة aco Lal‏ وتصبح إشارة الطرف 
الأيمن سالبة. إننا لا نستطيع استخدام المتغيرات غير الأساسية ,× و x,‏ كنقاط بداية 
de‏ السمبلكس؛ x, =0 OY Way‏ ولاك fat x,‏ قيمة التضرات الاضافية 


سالبة» وهذا سببه القيمة السالبة في المتباينة الثانية. الشكل التالي يوضح منطقة الحل 


طريقة السمبدلكس ن ١ ٠‏ 





(11,0 (2,0) x +x, 5 


لحل هذه المسألة سنستخدم طريقة المرحلتين. 

يسهل في بعض الأحيان إيجاد حل أساسي ابتدائي للبرنامج الخطي وهو أمر 
كما نعلم ضروري كنقطة انطلاق لطريقة السمبلكس. إلا أنه في كثير من IS OLE‏ 
رأينا في المثال السابق» يصعب الحصول على حل أساسي ابتدائي مباشر للبرنامج 
الخطى الذي شروطه مكتوبة على النحو التالي: 


Ax - 0 
x20 (4.28) 
b= 0 


إن حل البرنامج الخطي يمر بالمرحلتين التاليتين: 
te a‏ الأول لعي Joe st‏ إل Jo‏ اساي plat‏ باعي في مين الاعتبار eet ll‏ 
الخطي المساعد JY‏ 


١٠١5‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


min >» y, (4.29) 
i=] 


S. E 


Ax+y=b 
x = Û 
yz 0Û 
إذا كانت القيمة الصغرى‎ . artificial variables ندعو ل متجه المتغيرات المساعدة‎ 


للبرنامج )4.29( مساويه الصفر Op‏ هذا يعني أن 0= ,ر Oly‏ قيم ,× سوف توصلنا 
إلى حل أساسي ابتدائي للمسألة الأصلية (4.28). أما إذا كانت القيمة الصغرى 
للبرنامج )4.29( لا تساوي الصفرء فهذا يعنى أن المسألة المساعدة )4.29( غير متوافقة 
مع المسألة الأصلية» وبالتالي لن يكون للمسألة الأصلية حل مسموح به. 
المرحلة الثانية: بعد حل المسألة المساعدة تكون المرحلة الأولى قد انتهت وتبدأً المرحلة 
الثانية بالاستعانة ULL‏ الأساسي المسموح به الناتج عن المرحلة الأولى في سبيل 

يقة السمبلكس لإيجاد القيمة الصغرى لدالة المدف ف المسألة الأصلية. وف هذه 
المرحلة يتم التغاضى عن المتغيرات المساعدة» وكذلك عن دالة الهدف للمسألة 
المساعدة. 

نطبق هذه الطريقة على JU‏ (4.27)» نضيف المتغيرات الإضافية ,× 

التالية: 


min —3x, + ردك‎ )4.30( 
s. t. 
X +X, +X =5 

3X, - 2x, - X, = 6 


XXX, xX, 2 Û 


jal السمبلكس‎ ii pb 

للسهولة سنسمى المتغيرات الزائدة والإضافية بالإضافية. نلاحظ أنه فى هذه المرحلة 

لا يمكن استخدام المتغيرات ,ند و xy‏ كمتغيرات أساسية؛ وذلك GY‏ إذا كان 
المساعد ,2 ويكون لدينا البرنامح الخطى المساعد التالي: 


min y (4.31) 
s. t. 
x +X, +X, > 5 
3x = 2x, - Xx, Fy, =6 


Xis Xa, X33 X4 Y 20 


إن الرنامجين )4.30( و(4.31) غير متكافتين» ولكن إذا كان Se (hstta t‏ 
اساسا ل )431 حيث المتغير المساعد y,‏ غير أساسي» OP‏ (,/..4,,4,,4) يكون Se‏ 
أساسياً ل (4.30). 

إن الفكرة الأساسية هى جعل المتغيرات الأساسية المساعدة في المرحلة الأولى 
متغيرات غير أساسية» ومن ثم الانتقال إلى المرحلة الثانية. 


الحدول التالي يمثل البرنامج )4.31( 


۰۸ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 
الأصلية. في البداية نتتخلص من الواحد المقابل لدالة الهدف بضرب الصف الثاني في 
)1—( و جمعه مع الصف الأخير hami‏ على J ttl‏ التالى : 


Cs 
= 
2 
= 


xli 1 1 0 5 
y3 -2 0 -1 1 6 
-3 2 0 1 0 -46 


بتنفيذ خطوات خوارزمية السمبلكس نحصل على الحدول التالى: 


Ay لز بل يله رة‎ 
xü 5/3 1 WW -J3 3 
x 1 23 0 3 13 2 
0 ) 0 0 1 0 


وبا أن جميع القيم في الصف الأخير غير سالبة نكون حصلنا على القيمة الأصغرى ل 
GUIs y‏ يساوي الصفر. وحيث إن هذا هو المطلوب إذ LSE‏ من جعل المتغير ,۷ 
غير آساسى» وبالتالي نكون قد حصلنا على حل أساسى للمسألة الأصلية )4,30( وهو 
)2,0,3,0( . 

نتتقل الآن إلى المرحلة الثانية حيث نضع في الصف الأخير معاملات دالة 
الحدف الأصلية ونحذف العمود الممثل للمتغير المساعد فنحصل على الجدول JI‏ 


نضرب الصف الثاني ب3 ونضيفها إلى الصف الأخير فنحصل على الحدول SM‏ 


x, 0 23 1 1/3 3 
x 1 230 تك‎ 2 
0 2 0 -1 6 


بتنفيذ خطوات خوارزمية السمبلكس نحصل على الحدول التالى: 


وبذلك نكون قد أنهيئا المرحلة الثانية والتى من BE‏ توصلنا إلى الحل الأمثل التالي 
x, =5,x, =0,x, =0,x, =9‏ ودالة الهدف 15- - .z‏ 
مثال ١(‏ , ث )٤,‏ 
حل البرنامج الخطي التالي بطريقة المرحلتين: 
min 4X, +X, +X,‏ 


S. t. 
2 +X, Fai =4 


3x + 3x, +x, = 3 


Mas, 2U 


١١٠‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


في هذا المثال لا يوجد حل أساسى واضح» لذا نستخدم طريقة المرحلتين: 
المرحلة الآولى: نضيف المتغيرين المساعدين 20 yoy‏ ودالة الهدف المساعدة 


ونق + بلق Lut © Sad.‏ البرنامح المساعد JJI‏ 


min Yit yY 

S. f. 
2X, + Xa + 2X, + y = A 
3X, + يدث‎ +X, +), > 5 


Yis Ya = 0‏ وول و ولا ءل 


A Sa A ول 1ل‎ 
y2 1 2 1 0 4 
Ya ٠ 3 1 0 1 3 

0 0 1 1 


تتخلص من المتغيرات الأساسية بجعلها غير أساسية» ومن ثم الرجوع إلى JLU‏ 
الأصلية. في البداية نتتخلص من الواحد المقابل لدالة الهدف بضرب الصف الأول في 
الصف الأخير فنحصل على الجدول التالى: 


بتنفيذ خطوات خوارزمية السمبلكس نحصل على الحدول التالى: 


A i ¥2‏ يلت إلى 
x0 34 1 34 2 3/2‏ 
xl 54 O -4 12 1/2‏ 
O 0 l | 0‏ 0 


نلاحظ أن WS‏ من المتغيرات المساعدة قد خرج من الأساس وأن دالة الهدف المساعدة 
مساوية للصفرء وبذا نكون قد أنهينا المرحلة الأولى والتي من BE‏ توصلنا إلى JAN‏ 
الأساسى الابتدائي التالي 3/2 = x, =1/2,x, > Ox,‏ 
المرحلة الثانية: نبدأ بالجدول الذي حصلنا عليه من المرحلة الأولى بعد إهمال الأعمدة 
المقابلة للمتغيرات المساعدة فنحصل على الجدول التالى: 


¥\\ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 
نجري العمليات الحسابية اللازمة لجعل ۲0 لجميع المتغيرات الأساسية فنحصل 


على : 


بتنفيذ خطوات خوارزمية السمبلكس نحصل على الحدول التالى: 


A 2 A 

x, 35 0 1 95 

x45 1 0 25 
35 0 0 -l5 


وبذلك نكون قد al‏ المرحلة الثانية والتى من خلاهها توصلنا إلى الحل الأمثل التالي 


x, =0,x, =2/5,x,=975 


ودالة bl‏ 5 - 7 . 
مثال (” , ث , ؟) 
حل البرنامج التالي بطريقة المرحلتين: 


min X +2x, 
s, t 
3x, + دك‎ +x, = 20 
HA ر‎ Se 


11۳ oe ae 


فی هذا المثال لا dey‏ حل أساسى واضح» لذا نستخدم طريقة المرحلتين. نضيف 
المتخيرين المساعدين 0< yy‏ ودالة الهدف المساعدة ty,‏ إلا. فيتكون LW‏ 


البرنامج المساعد JI‏ 


min Yı tY 
s. t. 
3x, + 4x, +x, +y = 20 


2 = کک 


Aas Ags Ags Vis Ya z20‏ ورل 


المرحلة الأولى: نبدأ بالجدول 
دل 31 يد و و ]ا 
y3 4 1 0 1 0 20‏ 
y,2 -1 0 -1 0 1 2‏ 
1 1 0 0 0 ) 
نتخلص من المتغيرات الأساسية بجعلها غير أساسية. ومن ثم الرجوع إلى المسألة 
الأصلية. فى البداية نتتخلص من الواحد المقابل لدالة المدف بضرب الصف الأول في 


الصف الأخير فنحصل على الجدول J‏ 


١ ١‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


بتنفيذ خطوات خوارزمية السمبلكس نحصل على الحدول التالى: 


A Aa ول و‎ Xi ل‎ 
x, O 1 AM yN A -y0 N 
x 1 0 WMA MM U 4&0 21l 
0 0 0 0 l 1 0 


نلاحظ أن US‏ من المتغيرات المساعدة قد خرج من الأساس» وأن دالة ال هدف المساعدة 
مساوية للصفرء وبذا نكون قد bael‏ المرحلة الأولى والتي من خلاها توصلنا إلى JA‏ 
الأساسي الابتدائی التالي 0 > =34/11,x, =0,x,‏ يد,11 /28 = .X,‏ 

المرحلة الثانية: نبدأ بالجدول الذي حصلنا عليه من المرحلة الأولى بعد JLA,‏ الأعمدة 
المقابلة للمتغيرات المساعدة فنحصل على الجدول Bt‏ 


w يي‎ & Xi 

x, Û0 1 2N 311 34/11 

x, 1 0 Vil 1ك‎ 28/11 
1 2 Û 0 0 


نجري العمليات الحسابية اللازمة ٣ =0 fat‏ لجميع المتغيرات الأساسية فنحصل 


X, As Xs Xa 
x, 0 1 2M 3/11 34/11 
x 1 0 Wl 4/11 28/11 
0 0 ال2 اك‎ 61 


طريقة السمبلكس ه١١‏ 


بتنفيذ خطوات خوارزمية السمبلكس نحصل على الجدول التالى: 


oa os 0‏ اد 

x, 0 W2 1 3/2 17 

x 1 o -1/2 | 
0 52 0 1/2 =l 


وبذلك نكون قد أنهينا المرحلة الثانية والتى من خلاها توصانا إلى الحل الأمثل التالي 
x, =1,x, =0,x, =17,x, =0‏ 
ودالة الهدف 1 - 7 . 


ملحوظة: يمكن حل المثال السابق بإضافة متغير مساعد واحد فقط. 


)1 , £ ) خوارزمية السمبلكس المحسنة The Revised Simplex Method‏ 
إن البرامج الخطية التى تظهر في التطبيقات تحتوي على مصفوفات كبيرة وكثيرة 
الأصفار .(Sparse Matrix)‏ إن هذا النوع من المصفوفات يستدعي اتباع طريقة 
سمبلكس معدلة تخفف من العمليات الحسابية وتكتفي le‏ هو ضروري وتقلل بذلك 
من أماكن التخزين في الحاسب الآلى. وهذا بطبيعة ال حال يؤدي إلى زيادة كفاءة طريقة 
السمبلكس مما يؤهلها لحل المسائل العملية بشكل فعال. 
لقد لوحظ من خلال التعامل مع خوارزمية السمبلكس أن ste‏ العمليات 
المحورية هو حوالي 3/2 فإذا كانت +7 أقل بكثير من ٠۸‏ فمن الواضح أن جزءاً 
كبيراً من أعمدة المصفوفة A‏ لن تجرى عليها عمليات محورية. وبالتالى فإن الوقت 
المستنفذ على مثل هذه الحسابات هو وقت ضائع. بالإضافة إلى ذلك فإن تخزين هذه 


11٦‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


الأعمدة هو أيضا مضيعة لذاكرة الحاسب. من هنا فإن خوارزمية السمبلكس 
المحسنة تقوم بترتيب عمليات السمبلكس بشكل يتجنب حساب وتخزين المعلومات 
غير الضرورية» وهذا بطبيعة الحال يؤدي إلي زيادة كماءة خوارزمية السمبلكس مما 
lay‏ لحل المسائل العملية بشكل فعال. 
(ET, A)‏ خوارزمية السمبلكس المحسنة: Revised Simplex Algorithm(RSM)‏ 

يتم ترتيب العمليات في هذه الخوارزمية وفقاً U‏ يلي: 
إذا كان WW‏ معكوس المصفوفة 8 والحل الابتدائى b‏ 8 = ولا فإننا نقوم بعدئذ 
بتكرار الخطوات الاتية: 
أولا : ننحسب معاملات التكلفة النسبية للمتغيرات غير الأساسية 


yi = Ch -c BN 
07 =cB 


T_,f _ AT 
ry =c, - 0 N 


اکل 


طريقة السميلكسر ۱۷ 
Lob‏ : نحدد المتجه a,‏ الداخا خل إلى الأساس» وذلك jek‏ أصغر قيمة سالبة من قيم 
معامالات التكلفة النسبية ثم نعبر عن هذا المتجه وفقاً للأآساس LI sl Je!‏ 


ae 
=B a, 


WE‏ : نحسب النسب b; Sag‏ لجميع 0 < 4 ثم نحدد المتجه الخارج من الأساس. 
وذلك JL‏ أصغر هذه النسب (إذا كانت القيمة الصغرى هذه السب ليست 
وحيدة فإننا نأخذ أول قيمه صغرى من أعلى أى أننا نطبق قاعدة بلاند) حسب 
الجدول التالي: 





رابعا : تجرئ. العمليات الملحورية Spor‏ على معكوس المضفوفة الأساسية 
الحديدة» وكذلك للحصول على حل أسامى ج 
Ji‏ ,£( 
حل البرنامح الخطى Ju!‏ بطريقة السمبلكس المحسنة (RSM)‏ 


VA‏ الأسس الرياضية لليرمجة الخطية 


min =X 205 FL ريق ع‎ =A FIL (4.34) 
s. t. 
Xx, +X, FX +X, +X, +X, 6 
2X, = = ZX, +X, <4 
xX +X, a > 4 


Megs ee نااك‎ 


d isd لم نجد‎ Xx, Xgs Xg Slack variables البداية نضيف متغيرات مكملة‎ t 


d” = cB" = (0,0,0) 


حيث المصفوفة الأساسية 1 = 8 فيتكون لدينا الجدول التالي: 





الدورة الأولى 
ry =Cy —d'N — Ys‏ وتا أن 0 d=‏ لدا ry = Cn Ov‏ و مس هنا 


pi الداخل‎ pall ويكون‎ k=5 Jæ 


VA‏ الأسس الرياضية لليرمجة الخطية 


min =X 205 FL ريق ع‎ =A FIL (4.34) 
s. t. 
Xx, +X, FX +X, +X, +X, 6 
2X, = = ZX, +X, <4 
xX +X, a > 4 


Megs ee نااك‎ 


d isd لم نجد‎ Xx, Xgs Xg Slack variables البداية نضيف متغيرات مكملة‎ t 


d” = cB" = (0,0,0) 


حيث المصفوفة الأساسية 1 = 8 فيتكون لدينا الجدول التالي: 





الدورة الأولى 
ry =Cy —d'N — Ys‏ وتا أن 0 d=‏ لدا ry = Cn Ov‏ و مس هنا 


pi الداخل‎ pall ويكون‎ k=5 Jæ 


طريقة السمبلكس ١١5‏ 


ثانيا: 
Of I l‏ 0 1 
a, = B "a, =|0 1 OFO;=]0‏ 
2 2 11 0 0 
a.‏ : 
ثم Jl ١ 0 | as] | je‏ ايمن الحدول السابق» حث H; = d'a,‏ . 
its‏ 5 


IE‏ ج el‏ الم 5727 ai, < 0 art‏ لتعيين العنصر المحوري وهو هنا 
Ay. =A‏ فنحصل بعل zY]‏ ال عل الحدول التالي: 





ye‏ \ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


4 r% =C, - dN نحسب مره أخرى‎ Yai 
d' = c B~ =(0,0,-2) 


4 Fl = fee ee Ta ° 
وبالتالى نجد ان‎ r, =c,-u, =c,;-d a, إن‎ 


c,-u,=-l, c,-—u,=-2, باح ره‎ =3, 


فنجد أن 2 = k‏ ويكون المتغير الداخل X‏ 


= 


ثانيا: 
1 | ]1 /1/2- 0 | 
a,=B'a,=|0 1 O |-1|-|-1‏ 
0 0 | 1/2 0 0 
ثم ندخل المتجه | 5 ١‏ إل cyl‏ الحدول السابق مع ملاحظة أن 2-- ا - ب . 
2 2 


ثالثا: نحسب أصغر النسب BE lap‏ لجميع 0< > لتعيين العنصر المحوري وهو 


هنا 1= ,يه فنحصل على الجدول التالي: 


۲۲ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


les‏ أن جميع 0 < ,»:- ره لجميع المتغيرات غير الأساسية OP‏ الحل الأساسى المعطى 

ف الحدول السابق هو الحل الأمثل (المتغر 2 غادر الأساس وبالتالي 0> م - Cc,‏ 

مثال )£ و" )٤,‏ 

استخدم طريقة السمبلكس المحسنة (RSM)‏ لإيجاد الحل الأمثل للبرنامج التالي: 
min —2x,‏ 


s. t. 
0-6 


X +X, 9 


XX, Z0 


نضع الجدول الخاص بطريقة السمبلكس المحسنة بعد إضافة المتغيرات الإضافية. 





ثم نحسب =en AN‏ ۽ با أن 4-0. لذا Ty =٤ OP‏ ومن هنا نجد أن 


Ay ويكون المتغير الداخل‎ k=? 


r‏ لاسن الرياضية لل عة الخطية 


les‏ أن جميع 0 < ,»:- ره لجميع المتغيرات غير الأساسية فإن الحل الأسامى المعطى 

في الجدول السابق هو الحل الأمثل x, well)‏ غادر الأساس وبالتالى 0 < ,»ا - ,ء). 

مثال )£ .5 , 4) 

استخدم طريقة السمبلكس المحسنة (RSM)‏ لإيجاد الحل الأمثل للبرنامج التالي: 
min —2x,‏ 


s. t. 
x, +2x, <4 


x +x, > 9 


XX, 0 


نضع الجدول الخاص بطريقة السمبلكس المحسنة بعد إضافة المتغيرات الإضافية. 





ثم نحسب ry Eend N‏ با أن 4-0. لذا فإن ty =e‏ ومن هنا نجد أن 
2 = ۸ ويكون المتغير الداخل Ay‏ 


۳ 


ثم ندخل | am]‏ | 5 1 إلى أيمن J adl‏ السا 


a}, = 2‏ فنحصل على الحدول التالي: 





نجسب شر د أخرى ry =i - dN‏ وكذدلك 


d' = c B` =(-1,0) 


' eiaei tle _ T : 
نجد:‎ GE ره - ”7 وبالتالى‎ - u۷, =٤, - 0 a, إن‎ 


\Ve‏ الأسس الرياضية للبرجة الخطية 
Ci — t =|, C Z Hh =l‏ 


دان art © - ), <0 ae‏ المتغيرات غير الأساسية OB‏ الحل الأساسي المعطى 
فى الجدول السابق هو الحل الأمثل. 


(/ا, ؛ ) طريقة كار مار كر Karmarkar Method‏ 

في عام ٤۱۹۸م‏ وجد كارماركر طريقة جديدة لحل مسائل البرمجة الخطية» وقد 
امتازت هذه الطريقة بقدرتها على حسل المسائل ذات الحجم الكبير. وسوف نذكر 
كلمة موجزة حول هذه الطريقة. تبدا طريقة كارماركرء خلافا لطريقة السملبكس. 
من نقطة داخل المنطقة المسموح بها ثم نتحرك بالاتجاه الأفضل حول تحسين دالة 
الهمدف. ولسوف لن نخوض ف تفاصيل الخوارزمية [ils‏ نكتفى باستعراض مثال 
سيطء ونو جه القارئ إلى Taha[3] GUS‏ المثال التالى مقتبس من GUS‏ [1318]3. 
مثال )1 (£,V,‏ 


طريقة السمبلكس \Yo‏ 
إن القطعة AB‏ تمثل فضاء الحلول تزداد قيمة ‏ فى الاتجاه الموجب x, J‏ . لنبدأ بإحدى 
النقاط الداخلية من فضاء الحلول (AB‏ ولتكن النقطة © إن انحدار (gradient)‏ دالة 
Gul‏ ,×= ج عند © يشير إلى الاتجاه الذي تزداد فيه 7 أعظم مايمكن. نختار نقطة 
ما على هذا lEI‏ ومن ثم نسقط عمودياً على الفضاء المسموح به (المستقيم (AB‏ 
فنحصل على نقطة D‏ تجعل قيمة دالة الهمدف أفضل ما سبق. نكرر الخطوات التي 
أجريناها WI‏ على النقطة الجديدة < فنحصل على نقطة جديدة cB‏ وهكذا فإننا نصل فى 
النهاية إلى الحل الأمثل عند 8 . 





تمارين الباب الرابع 
CE A‏ أوجد Se‏ أمثلياً للبرنامج التالي: 


min 3x, +4x, 
8. t. 
x, +2x, £10 
FA, SS 
3x, +5x, S 26 


X,X, 2Û 


١‏ الأسس الرياضية ie U‏ الخطية 


We se of CE, ¥)‏ اكلا للبرنامج التالي: 


max z= AN, ak + 12x, 
S. Î. 
=l 3ه‎ Pie, وك‎ 


a Foe, So 


x = 0 


: أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطى الآتي‎ (EY) 


min X +x, +X, 
5.1 
3 - ردك‎ +x, =4 


XxX, + وعد‎ 24 


x = 0) 


A ky EAS 
2X, =X +x, 21 


x = 0) 


۲۷ e a 
: حل البرنامج التالي بطريقة السمبلكس‎ )٤ E) 


i A Em 
s.t 
wta FA =O 


-%4 Poke 4ک‎ 


0< روب 


)£50( حل التمرين (۷, ۲) بطريقتين مختلفتين. 
(E, V)‏ باستخدام طريقة المرحلتين استخدم المرحلة الأولى لإثبات أن البرنامج التالي 


min z= -3 — 2X 
s. È. 

ax, +4x, > 5 

2x% +× < 2 

عد برت 


x = 0 


(£,A)‏ حل البرنامج التالي بطريقة المرحلتين: 


minx, + 2.x, 
S. E. 
34, ttx tr, = 20 


2x =× - = 2 


0( > وک و و 4 Ay TS‏ 


IYA‏ الأسس الرياضية لليرمجة الخطية 


)4 ,£( باستخدام طريقة المرحلتين استخدم المرحلة الأولى لإثبات أن البرنامج التالي 


3x, +4x, > 5 
2X +X, 22 


=X, FX, 21 


x = 0 


)2.3( حل البرنامج التالي بطريقة المرحلتين: 


min 3X, + xX, 
3x, +4x, +x, =20 


=x, 2-1‏ ¥ 
2-3 وخ = -x‏ 
2X +X, > 4‏ 
اك Tipo‏ 
)8,9( حل البرنامج التالي بطريقة المرحلتين: 


min—30x, + 40x, 
s. t. 
x, +x, =5 


ا ا i‏ 


ee U 


طريقة السميلكس ۲۹ 


)2,99( أوجد الشرط اللازم والكاني لكل من Hs‏ كي يكون للبرنامج الخطي 


ا 
TX — X,‏ 111111 
t.‏ .$ 
E S]‏ 
ا gt‏ 
کے ا 5 
حلا امثليا. 


)11 , 5) أعد المسألة التالية إلى الشكل القياسى ثم حلها: 


max X + 4x, +3 
sS. t. 


XxX - يعر‎ =l 


Xy X, 20 


١ 3‏ . 4) حل بطريقة السمبلكسن البرنامج التالى مس تخل ما sels‏ بالاند: 


min zZ=—2x, +3X, — 4x, 
S. t. 
x - 2x, +4x, S15 


10 > بعد + x‏ = ,کے 


x>0 


)٤ , 10)‏ اشر ¢ باختصار طريقة السمبلكس المحسنة (RSM)‏ 
)11 ,£( استخدم (RSM)‏ لإيجاد الحل الأمثل للبرنامج التالي: 


۰ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


min —2x 1 


s. t. 
x + ,تدك‎ <4 
xX + رد‎ 9 
oe =U 
لإيجاد الحل الأمثل‎ (RSM) خوارزمية السمبلكس المحسنة‎ مدختسا)4,١0(‎ 


Sl zee bl 


max 3x,+2x, + 3x, 


S. t 
2 1 ilal [2 
L 2 3X |S|5 
2 2 1||<.| 6 


VA)‏ ,4) باستخدام طريقة السمبلكس المحسنة أوجد الحل الأمثل للبرنامج 
التالي: 


at, 
e Ea 


xX, +x, +× > 9 


20 2-3 


x> 0Û 


طريقة السمبلكس ۳۱ 


(E, 19(‏ باستخدام خوارزمية السمبلكس المحسنة أوجد الحل الأمثل لمسألة البرمجة 
الخطية الآتية: 


min 3X, + 20 + 4x, 
S. Î. 
X, +X, +2x, > 4 


AA Wee got es. 
2x + ريد‎ tix > 7 


XX, 20 


7و اک اا ا w aa‏ 
ظ م خوارزمية السم و مثل لبر 
الخطية الآتية: 


min—2x, +4x, 
S.t 
=I ماع يج لد‎ 


ntr +x, 59 
2X, = ين - رخ‎ > 5 


pe 2U 


ie J باستخدام خوارزمية السمبلكس المحسنة أوجد الحل الأمثل لمسألة‎ (EYA) 
AY) الخطية‎ 


TI‏ الأسس الرياضية للبريجة الخطية 


max 2X, T Xa 
$. t. 


+3x, 53‏ کے 

x, +z, > | 

2x, +x, 54 

E SS 

Xp X, 2Û 
باستخدام خوارزمية السمبلكس المحسنة أوجد الحل الأمثل لمسألة البرمجة‎ (E, VY) 
AYI الخطية‎ 


max JX T Ox, T Ox, + SX, 
SE 
x + دك‎ + 3 + 5 


My HX, + 2X, 75%, S35 


BT, =U 


CE, YY)‏ حل البرنامج الخطي التالي بطريقة السمبلكس المحسنة: 





اح حر YY‏ 


(0 )دول الابتدائي والحالي لبرنامج خطي هما على الترتيب: 


2 c d l 0 6 

Aa 
] 3 e () l 1 

Xs 
a 1 -2 () 0 0 
x y 2 -] 0.5 m f 
1 h l 1 0.5 l p 
n q | k b 9 


cB b =7 (Bb = Xp الى . ( مساعدة: استخدم‎ a المجاهيل من‎ <x) أو خد‎ 
(BUN=N «r, =e, -¢,B'N 


YO)‏ 5) باستخدم طريقة السمبلكس المحسنة للبرنامج التالي: 


max 3X +4x, +x, لل‎ 7x, 
S.E 
OX, FIX, + بدك‎ + × = 7 


2X, + ث6‎ +X; + بوذ‎ > 3 
FAR FIFI, =© 


x = Û 


أوجد cl) dO‏ حل البرنامج الى بداية الدورة الثالثة). 


ad)‏ رفاس 


الثنائبة والحساسية 
Duality and Sensitivity‏ 


Introduction to duality مقدمة حول الثنائية‎ (0, \) 

تتصف هذه العملية بأنها متعاكسة بمعنى أن ثنائية الثنائية هي البرنامج hel‏ ومن 
ثم فإننا سوف نتطرق إلى العلاقة الوثيقة التي تربط بين هذين البرناجين» وإن أسهل 
شرح لتلك العملية يتضح من خلال المثال التالي: 

يتوفر مصدران للبروتين Mee‏ اللحم والزبدة. كل رطل من الزبدة يعطي وحدة 
من البروتين وكل رطل من اللحم يعطى وحدتين من البروتين. ويتطلب من الوجبة 
أن تحتوي على أربع وحدات من البروتين على الأقل. فإذا مانت الوجبة تحتوي على × 
Wh,‏ من الزبدة و ر Why‏ من اللحم UE‏ تكون مقيدة بالشروط التالية: 


x 20,y 20,x +2y 24 


۳2 


TZ‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 
والمسألة عبارة عن البحث على التكلفة الأصغرية » علا أن ثمن رطل من الزبدة خمسة 


رياللات وثمن رطل من اللحم ثانية ريالات. إذا نبحث عن ×X‏ و ١‏ بحيث 


min 5x+8y 
SE 
x+2y 24 
x20,y 20 


إن المسألة المقابلة تواجه البائع الذي يبيع بروتيناً صناعياً. إنه يريد الحصول على أعلى 
الأسعار ep‏ ولكن هذا السعر خاضع لقيود: أولأء يجب ألا يكلف البروتين الصناعي 
اكثر من سعر بروتين الزبدة (الذي هو خمسة ريالات للوحدة) أو سعر بروتين اللحم 
(الذى هو ثانية ريالات للوحدتين). لما كانت الوجبة تتطلب أربع وحدات من 
البروتين» وبذا فإن صيغة المسألة المقابلة تصبح كما يل : 


max 4p 
S.t. 
2p > 8 
pss 
p20 


هذا مثال تكون فيه المسألة المقابلة أسهل حلاً من المسألة الأصلية. فمن 


الواضح أن السعر الأعلى للبروتين الصناعى هو 4 وبذلك يكون الدخل 8= م2 
ريالاً. وهو نفس التكلفة الدنيا للمسألة الأصلية. 


الثنائية والحساسية ۷ 


هناك عدة طرائق لتعريف الثنائية من البرنامج الأصلل» إن ذلك يعتمد على 
طريقة تعريف cop tl‏ وعلل إشارة المتضرات. سوف نستعرض الأشكال الثلاثة 
التالية: 
١‏ - الثنائية فى حالة المتماينات: 


المسألة الأصلية: 
min ex‏ 
S.t‏ 
Ax -‏ 
0> 
المسألة ALLL‏ 
max wb‏ 
S.t‏ 
> نر ا 
w -‏ 
-Y‏ الثنائة t‏ حالة alali‏ لت : 
JLI‏ الأصلية: 
min cx‏ 
5.1 
Ax=b‏ 


۳۸ الأسس الرياضية ie A‏ الخطية 


ALLL LAL 


s.t. (5.1)‏ 
Ww‏ یدول فيود. 
-Y‏ الثنائية فى الحالة المختلطة: 
المسألة الأصلية: 


s. t. (5.2) 


ax=b ic€E 


x, > () 


حيث M=IUE., M ={1,2,...,m} « N={1,2,...,.n}‏ إن JLU‏ المقابلة 
للمسألة الأصلية هي على النحو التالي: 


max >. b wW, 


reM 


T r ض‎ : 
a wsc, JEN 
w 20 el 


IEE‏ ۷ بلول فيود. 


الثنائية والحساسسية ۳۹ 


أو العكس إذا كانت ULM‏ الأصلية كيايل: 


max pm C, X; 


jeN 
S. t. (5.4) 
ax2b ie] 
ax=b ع‎ 
x, ZÛ 


فتكون المسألة المقابلة: 


min 3 b W, 


re Mf 
S.t. (5.5) 
awzc, jeN 


w, <0 12 7 


O gels W, IEE‏ فيود. 


ربا تسهل عملية كتابة المسألة المقابلة إذا تتبعنا الجدول الآق: 





ES‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


مثال 1١(‏ ,0,1( 
اكتب المسألة المقابلة للبرنامج الآتي: 


min x, +4x, + 4x, 


3X, + 2X, = 23 
يد‎ — 3%, — 2%, =—2 
E E ED 

x20 Vi 


المسألة ALL‏ هى 


max 3w, — 2w; 


3w — 2W, + 4w, <1 
2W —3w, —w, = A 
—w, — 2w, +3w, <4 
w 2 0 


Ww, > Û 


As بدول‎ W 
(0,1, 1) مثال‎ 
اكتب المسألة المقابلة للبرنامج الآتي:‎ 


الثنائية والحساسة 


max يدق‎ + 3 
XxX =x, 2 2 
SX +X, =4 


=U 3 2) 


المسألة المقابلة هى 


min 2w, + 4w, 


S.i. 
w +53w, S8 
ow, + 7w, 23 
w <0 
zr بدول‎ Wa 
IT 
max Ejj 
j=l 
S.t 
ji 
SD AS leM 
j=l 
x, 20 


ES,‏ الأسس الرياضية ie U‏ الخطية 


إن ,× هى الكمية من المنتح j‏ و ,5 هى الكمية التوفرة من المادة الخام ¡. آما a,‏ 
فهى الكمية التى نحتاجها من المادة الخام 1 لصنع وحدة من النتح [ . وتعنى C‏ 
الربح في وحدة المنتح ز. إن الشروط في المسألة الثنائية والتى هى: 


Pay, < ©‏ تدلنا على أن ,ر تعنى سعر الوحدة من المادة الخام 1. وبالتالي فإن 
i=]‏ 


البرنامج الأصلى يبحث في إيجاد أكبر ربح بين البرنامج الثنائي يبحث في أقل تكلفة 
ris‏ 
3 


Fundamental Theorm of Duality ية الأساسية فى الثنائية‎ eo, Y) 


سوف نقتصر في هذا الفصل على الشكل القياسى للمسألة الأصلية: 


min cx 
G. Î 
AX ح‎ b 
x > 0 


Os W‏ فيد 


Ta الثنائية والحساسسية‎ 
(O,¥,\) نظرية‎ 
Lom panes ا‎ W Sy de Vl Ula به بالنسية‎ Le gerne We اا‎ 
ob le jay tice ALL DLO ا‎ 


cx>whb (5.6) 


yl‏ هان 


wi b=w’ Ax<c’x 


WASE, x20 oY وذلك‎ 

(The Weak Principle of Duality) WPD Hall الثنائية‎ ews dows (0,7, Y) 
به بالنسية للمسألة الأصلة وکا # حلا مسموحا‎ be penne خلا‎ x إذا كان‎ 

به بالنسبة للمسألة المقابلة وإذا 544 بالإضافة إلى ذلك أن: 


cx=w'b (5.7) 


عندئذ يكون × Se‏ أمثليا بالنسبة للمسألة الأصلية وس حلا أمكلياً بالسة 
ALU JL‏ 
الرهان 

لولم يكن Lede x‏ بالنسبة للمسألة الأصلية لوجد حل X‏ يتحقق من 


b‏ د ونح به راع 


؛ ١‏ الأسس الرياضية للبريجة الخطية 


وهذا يتعارض مع النظرية )1 ,0,7( fly‏ يمكن برهان أن w‏ حلاً أمثليا 
ALLL UL‏ 
نظرية (7, ” , ه) 
لغترضص أن للمسألة الأصلية حلا أساسيا Lite‏ مسموحاً به مصفوقته 

الأساسية 8 . عندئذ يكون: 

ALU BLU نه تالس‎ le pees Me ©7 =e? 015 

.c'x=w'b -Y 

w = e B” -Y‏ حلا أمثلياً بالنسبة للمسألة المقابلة. 

dla l 


١‏ - إن A =[B,N]‏ . با أن X_ =B7b‏ حل آساسی أمثل مسموح به لذا فإن 


٣٣ <0‏ (انظر نظرية شر ط الأمثلية) 
ولكن 

r - )ع‎ —c,B'N 
: وهذا يقتضى‎ 


T Te =| T 
cB N= Ei 


سوف نبين OV‏ أن * wl = eB‏ هو حل مسموح به بالنسبة للمسألة المقابلة» إن 
إلارظ| = A‏ و ` w' =c B‏ لذا فإن: 


w A= lwTB, wN] = [erc B N] < ERa - 


١ so hakas a الثنائية‎ 


وبالتالي Way WASE‏ يعني أن 7 حل مسموح به بالنسبة للمسألة 

المقابلة. 

w b=c,B b=c,x, =c x - ١ 

dil. -۳‏ طس = ×" لذا w Ob‏ هو حل أمثلى بالنسبة للمسألة المقابلة حسب ما 
إن هذه النظرية تبين أنه يمكن التوصل للحل الأمثل بالنسبة للمسألة 

المقابلة إذا ما تم الحصول على حل المسألة الأصلية بطريقة السمبلكسء كا 

يتضح ذلك من ال مثال التالي: 

(O,¥,£) مثال‎ 


min = —4x, وت‎ 
2x + AX, +X, > 4 


XxX + 2x, + 2x, SÛ 


x20, x20, ند‎ 20 


إن الحل الأمثل لهذا المثال يمكن الحصول عليه بطريقة السمبلكس كما هو 
موضح في الجدول التالي: 


ER‏ الأسس الرياضية للبريجة الخطية 


وبعد العمليات المحورية نحصل على الحدول النهائى التالي: 
O 1 -1⁄2 |‏ 1 فلك x,‏ 
x, = 0 1 -1 1 2‏ 
I 10‏ 1 00 2 


من النظرية Y, T)‏ ,0( نحصل على الحل الأمثل للمسألة المقابلة كما يل : 


وهذا يمثل ا حل الأمثل للمسألة المقابلة. كما أننا نجده موضحاً في الحدول أعلاه تحت 


المصفوفة B™‏ وذلك بعد ضربه في 1- . |S‏ نلاحظ أن .c’x=w b=-10‏ 


)0 , ۲ , 6) نظرية متمّمة ا مكملة الضعيفة 


The Weak Complementary Slackness (WCS) 

ليكن × حلاً مسموحاً به بالنسبة للبرنامج الأصلى و7 حلاً مسموحاً به 

بالنسبة للبرنامج المقابل. الشرط اللازم والكافي ليكون x‏ حلا أمثلياً بالنسبة 
للبرنامج الأصلى و س حلا أمثليا بالنسبة للبرنامج المقابل؛ هو أن يتحقق ما يلي : 


w (Ax —b)=0 
T T (9.8) 
(c -w A)x=0 


dla l 
لندخل من قبيل الاختصار الرمزين التاليين:‎ 


yEy AE EPER 


a=w'(Ax -b), $=(c' -w' A)x 


با أن × حل مسموح به بالنسبة للبرنامج الأصلى و7 حل مسموح به بالنسبة 
للبرنامج المقابل لذا B20 op‏ ,4=0؛ x20; wWA<e’ (Ax =b oY‏ . 


إذا افترضنا أن × حل el‏ بالنسبة للبرنامج الأصلى و7 حل Bel‏ بالنسبة 
للبرنامج المقابل» لذا فإن طس =×" وبالتالي فإن: 


a+ B=cx-w b=0 


وحيث إن a20, B20‏ لذا لابد وأن يكون a=0, B=0‏ مما يعنى Ol‏ 


w (Ax —b)=0, (cî -w A)x=0 


أي أن الشرطين قد تحققا. 

وبالعكس إذا افترضنا أن الشرطين عققين» أي 8=0 ,0= لتتح عن 
ذلك أن a+ B=0‏ أي أن 5-5-0 ». وبالتالی فإن X= wb‏ وحسب 
النتيجة آنفة الذكر سيتضح أن × حل eal‏ بالنسبة للبرنامج الأصلي و W‏ حل eal‏ 
بالنسبة للبرنامج المقابل. 


١‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 
ملاحظة: إن النظرية الأخيرة ذات أهمية خاصة؛ وتتضح أهميتها إذا ما كتب الشرطان 


w(aix-b)=0 i=1,...,m 


(c, —wa )x. لاع‎ j=1...,n 


نستنتح من هذه النظرية العلاقات التالية: 


x, >0 > wa =c, 
c,>wia, 3 
w, < 0 > a x=b 
a; x>b, => w,=0 


مثال )71 , ” , ه) 


oY be! البرنامج‎ Lo 


min 2%, +3x, +3%, + 2X, + 3x, 
S. t. 
AE EI ES aa S 
mT EIT EELS 


أوجد حلا أمثلياً هذا البرنامج مستعيناً بنظرية متمّمة المكملة الضعيفة. 


١ Sq hakas a الثنائية‎ 


: إن البرنامج المقابل هو‎ 
max 4w +3w, 
S.t. 
w + ,يرل‎ 52 
w - 2w, > 3 
2w +3w, > 5 
m +w S2 
3w +w, > 3 
w, 20 i=1,2 


يحوي البرنامج المقابل متغيرين فقطء ولذا يمكن حله بسهوله بالطريقة البيائية 
bers‏ على JA‏ الأمثل Yl‏ 


w =4, w, = 5‏ 
نطبق OYI‏ نظرية متمّمة المكملة الضعيفة فنجد بعد تعويض الحل الأمثل للبرنامج 


المقابل في الشروط أل 


وم ١‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


+ 


(الشرط الثاني في الملاحظة تحقق) 


+ 
alu ذا | ما‎ tal] on un] on 
| | ظ‎ 


(الشرط الثاني في الملاحظة تحقق) 


+ 


(الشرط E SWI‏ الملا حظة تحقق) 


w]e‏ هذ | ما nl | oo‏ سم 


| 














نا أن 0< w.‏ أي أن الشرط الثالث فى الملا حظة محقق. لذا فإن: 
X, +X, +2x, +x, +3x, =4‏ 


2X, = 2K, + 3X, +X, + 3%, = 3 


أي أن الحل الأمثل للبرنامج الأصلى هو )1,0,0,0,1( 


TS والحساسة‎ dashes 

تؤدي المتغيرات الثنائية دوراً pehi‏ لمعاملات لاجرانج في حساب التفاضل. 

فمن المعلوم» أنه LA‏ القيمة الصغرى للدالة C' x‏ =7 ؛ حيث pat‏ × للشروط 
pve) tal‏ 


=e 3 
ca, 5> 6 


إا ods‏ ماين ساملات gall gee‏ ۷ وتبحث خن الت Geel‏ للدالة 


التالية غير المشر وطة: 
Cx + 3 w,(b, — a x)‏ 
j=]‏ 


بشكل مشابه نكون الدالة التالية: 


((x,w)=c'’x+w b-w Ax 


التي ندعوها دالة til eV‏ وسنتعرف من خلاها على شرط لازم وكافٍ جديد 
للحلول الأمثلية للرناجين. 
(/1, ” , 0) نظرية لاجر انح Lagrange Theorem‏ 

ليكن ,× حلاً مسموحا به بالنسبة للبرنامج Le‏ وليكن ,7 حلا 
مسموحاً به بالنسبة للبرنامج المقابل. الشرط اللازم والكافي ليكون ,× حلاً أمثليا 


RES مجة‎ pl لاسن الرياضية‎ yot 
أمثلياً بالنسبة للبرنامج المقابل هو أن يتحقق ما‎ S ٠, و‎ he بالنسبة للبرنامج‎ 


لكا 


((x,,W) S A(X., W.) S E(X, Ww, ) (5.9) 


((x,w)=c'’x+w b-w Ax 
البرهان:‎ 
و ر۷ حل‎ hol أن ,× حل آمثل للبرنامج‎ laces نبين أن الشرط المذكور‎ 
: أمثلى للبرنامج المقابل لذا فإنه» حسب نظرية متمّمة المكملة ينتج‎ 


7] - يون‎ =w Ax, = /(x.,w.) 
((x,w,)=ec’x+w_b-w: Ax 
=w'b+(c’ —w' A)x 


> w b= /(x,w.) 


حيث إن "© 5 ف x20, w‏ . إذن: 


F(x. W.) = E(x, W, ) 


بالمثل يمكن البرهان على أن: 
E(X, W) S E(X., W.)‏ 
ادن: 


E(X, W) > £(x,,w,) S E(X, Ww, ) 


الثنائية والساسية oY‏ \ 


سوف نبين الآن أن شرط لاجرانج كافي: 


/) 377 ( S E(X, wW, ) 
=> c’x +w b-w' Ax <ec’x+w/b-w’ Ax 
=> O<c’(x—x.)—w’A(x-x.) 


=> 0<(c’ —w/A)(x-x,) 


نختار ¥ کا یں X=X,+€,‏ حيرت dona e,‏ و cada‏ عناصره أصفار ماعدا العنصر 


الذي ترتيبه 7 فهو واحد. 


T T | 
Os(c -w,A)e, 
<c.—-w 
Osc,-w,a, 


T 
| i a 
Wa; = C, 


U U لا لا‎ 


w.A<e 


ادن Ww,‏ حل مسو يله , 


jal 
f(X W) > E(X, Ww.) 


=> (w-w)' (b—Ax,) <0 


نختار ۷ كما يل : W, te,‏ = 88 , 


w=w,te, 


م ١‏ الا شمن الرياضية للبر مجة الخطية 
(b-Ax,) e, <0‏ >= 


J u 


=> b< Ax, 


إذن Xo‏ حل ata‏ بك + سوف سين الآن أن X,‏ حل fal‏ للبرنامج che‏ ولذا 
نعوض ف شرط W۷ =0, ×= 0 ley‏ فنجد: 

1(x,,w,) S1(0,w,) 

cx +w b-w Ax <wib 


T T ظ‎ 
cx -WwW Ax, <0 


p3? 


لا لا 


ل 


wT Ax.‏ > رونك" 
بشكل Tlie‏ 
1(x,,0) <1(x,, w,,)‏ 
rr‏ م EEE‏ 
Cx SCX tw b- w Ax‏ >= 
wib- w Ax‏ <0 


=> w Ax, > 0 


1 


/ 


1 


sl‏ أن“ 
)5.10( 


ولكننا نعلم من نظرية مبدأ الثنائية الضعيف Ol‏ 


(5.11) 
Cx >w.b 


TY. والسساسية‎ iseh 


إذن بالنظر الى (5.10) و )5.11( نجد أن 07 = .”© وحسب النتيجة 5-1-0 ينتج 
1(x,,0) <1(x,, w,)‏ 
Cx, Sc x, +w b-w Ax,‏ >= 
0<w.b-w. Ax‏ >= 


7 . 
=> w Ax <w, b 


C} 


ادن: 
Cx Sw Ax >‏ 


=> ¢c'x,< wb 


Wal 


Ta شد‎ T 
cx = wb 


وحسب نظرية (۳, ۲ ,0( من مبدأً الثنائية الضعيف ينتج أن ,× حل أمثلى للبرنامج 
«ed‏ و we‏ حل Lol‏ للبرنامج المقابل. 

إن نظرية لاجرانج في صيغتها هذه تعتبر تطبيقاً على البرمجة الخطية لنظرية مشهورة في 
is J!‏ الخطية تعرف باسم نظرية كوهن-توكر Collatz L. and „Bf. Kuhn-Tucker‏ 


1 (Wetterling W. [8] 


a‏ ت 


١7‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


Sensitivity Analysis الحساسية‎ [ie (,ه)‎ 

فى العديد من مسائل de Jl‏ الخطية تكون المعطيات غير دقيقه» لذا فمن 

الأهمية بمكان ole]‏ الحل الأمثل للمسألة بعد توافر معطيات جديدة دون ele‏ حلها 

من جديد. كا أنه من الممكن أن تكون هناك أمور لم تؤخذ cpa‏ الاعثار آثناء ibla‏ 

المسألة. لهذا كله نجد لزاماً علينا تحرى هذه الأمور ومعرفة مدى تأثير ذلك على قيمة 

دالة الهدف دون الحاجة إلى إعادة حل المسألة من جديد. وتعنى الحساسية هنا هوء 
حساسية الحلول تجاه التغير في المعطيات. 
ليكن لدينا البرنامج الخطي الآتي: 


min cx (5.12) 
S.t 
Ax - 
x>0 


ولتكن B‏ هي المصفوفة الأساسية التي أدت إلى الحل الأمثل هذه المسألة. سوف نتابع 
oY!‏ التغيرات الأتية التى يمك أن تحدث عل معطيات المسألة: 

؟- تغير في الطرف الأيمن للشروط. 

۳- تغير في مصفوفة الشروط. 


٤‏ - إضافة pare‏ جديد. 


548) تغير في معاملات دالة‎ - ١ 


4 - إضافة شرط جديد. 


الكناشة والحساسة Lov‏ 


فى هذا الفصل سوف تقتصر دراستنا على النقاط ١ء ٠٤ ۳ »١‏ السابقة. ونترك النقطة 
الخامسة للقارئ (انظر [3] Bazaraa‏ ). 
(١1.*"”رة)‏ تغير E‏ معاملات دالة )44 Changes in the Objective Coefficient‏ 

ليكن لدينا البرنامج الخطى (5.12) نود أن نعرف إلى أي مدى يمكننا تغيير 
ب دون أن on‏ عن ذلك تغير فى الحل الأمثل للبرنامح الخطي (5.12). إن المتجه: 


T 
C E. | 


+ 


C = EE eee N 


لنفترض أن الجدول الأخير عند حل البرنامج dad‏ )5.12( هو کیا ف 7 a ,١‏ 


نظرية (o,¥, ١(‏ 
) إذا كان x,‏ متغيرا غير أساسى T E‏ فإن الحل الأمثل للبرنامج الخطي 
(5.12)لن يتأثر لدى تغير cc,‏ إذا تحقق الشرط الآتي: 


VOA‏ الا الرياضية is U‏ الخطية 


ب) إذا کان x,‏ متشرا ob T Swell‏ الحل الأمثل للبرنامج الخطي )5.12( 
لن Se‏ لدى تغير ,2» إذا تحقق الشرط GV‏ 


min{r, lag Ay > 0} > Ac, 2 max; ag ay < 0} (5.13) 


jeh 
المتغرات غير الأساسية.‎ 


البرهان 
لدينا OWL‏ التاليتات: 
الحالة الأولى: 
بها أن ,ند متغير غير أساميء لذا فإنه لن يحدث أي تأثير على ره" 8م . إن 
a,‏ تمثل أعمدة المصفوفة A‏ ينتج عن ذلك أن cpa;‏ = رة" 8وء. فإذا كانت 


‘Ob JES 


— 55 T — . = 
رد‎ ee <C, j 
‘Ob إذا كانت - تر‎ bl, 
û, —c,a. =c,+ Ac, — cha, 


عل + م ع 


= r; T AC, 
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فإذا كان 20 +4٥,‏ أي إذا كان - <,4 Ob‏ الحل الأمثل قبل تغيير ,© يبقى 
أمثليا بعد إجراء التغيير. وما تجدر ملاحظته هنا هو أن قيمة ,× هي صفرء وذلك 
باعتباره متغيراً غير أسامى. إن هذا يعني أن قيمة دالة الممدف سوف لن تتأثر نتيجة 
للتغيير Ac,‏ 
الحالة الثانية 

لنفترض OVI‏ أن ,× متغيث Zl‏ في الحدول النهائي وأن 
e, + Ac,‏ = ,€ وبالتالى فإن: 


c=c+Ace. (5.14) 


حيث ,€ متجه الو حدة التالى: 


O.1,0,. a 0]‏ 2 .,0,0[ سے . ع 


حيث يقع TE‏ الموضع ك. pets‏ المعادلة )5.14( على معامللات التكلفة النسبية 
المقابلة للمتغيرات الأساسية نحصل عل المعادلة التالية: 


tAce, )5.15(‏ ون دوخ 


حيث ,© يقع في الموضع / من المتجه Cy‏ بعد حذف معاملات التكلفة النسبية 
المقابلة للمتغيرات غير الأساسية. سوف ندرس SV‏ الثلاث التالية: 


.1‘ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 
١‏ - إذا کان ,× متغيراً أساسيا وكان 5 عد زز . 

. ا‎ =S متغيراً أساسياً وكان‎ x, إذا كان‎ -Y 

7- إذا كان x,‏ متغيراً غير أسامي. 

PES Cm lel pee x, YG 


نا x, Ol‏ متغير أساسي, لذا فإن 0= =r,‏ 3 وبالتالى فإن: 


ee _ Th! _ _ TaT | 
)( رع ح‎ =c, cB a =C, — Câ; (5.16) 


m ۴ _ r, _ “yo F 
2 3 ا‎ 
,عت إذن:‎ =e, ولكن‎ 
حيس‎ O _ | 0 T ¥ 
له درء‎ (C +Ac,e,) a, 


_ T o * 7 
=c,—C,ga,—Ac.e,a, 
ولكن من )5.16( نجد أن:‎ 
T" 
=0- Acea, 


le 3‏ أن x,‏ متغير أساسى فإن: 
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حيث يقع 1 في الموقع j‏ ع ck‏ وكذلك e,‏ متجه الوحدة حيث يقع | في الموقع ck‏ 
نستنتج من ذلك أن 0= cea’‏ وبالتالي op‏ 0= رة أي أن هذه القيمة بقيت صفراً 
كا كانت سابقا. 
ثانا X,‏ متغير أساسي» حيث .J=s‏ 

بشكل مشابه للحالة الأول نجد أن: 


C =o, — Cpa, = بن‎ + Ac, — (Cg +A ce) a, 


- 2 -a +(Ac -Acea ) 


ولک a a‏ الو حدة e‏ يع E l‏ الموقع ؟ وذلاك X, oy‏ متغير آسامی» 
dubs‏ فإن: ١ه[‏ = c,‏ أي أن 0 = c, - epa,‏ وبالتالي: 


ĉ = Ac, -Acea 


من الواضح أن 1= ea,‏ وبالتالي فإن: 


c = عل‎ - Ac 


١ >‏ لاسن الرياضية pl‏ مجة RES‏ 
أي أن 0 = 2 وهذا يعنى أن قيمة ,© بقيت صفراً كما كانت سابقاً. 
الثا: x,‏ متغير غير أسامى. 
من الطبيعى أن Vig Hs‏ رجعنا إلى الحالة الأولى. فى هذه JL‏ 


os ; !‏ خم T‏ 4 = عي 1 ' „i‏ 
=e, HACE,‏ و وكذلك ره C=‏ ثم أن: 


Tr AE EPER 


ولکی يبقى الحل الأمثل أمثلياً لابد أن نشترط -Acay Ool‏ به = فإذا كان 
op a; <0‏ هذا الشرط هذا یکافۍ أن Ac,‏ < 2/أء.» أما إذا كان 0 > op ay,‏ هذا 
الشرط يكافئ أن ,© ى > ي4/:©» Gs‏ حالة 0= بره op‏ هذا الشرط يعني أن 
20 ع . إن الشروط المذكورة يمكن أن تصاغ على النحو التالي: 


. f # + + $ + + 
minjc./a,, a, > 0} 2 Ac. 2 maxjc./a,. Aa, <0 
jek po ky kj + jek pork kj 


وهذا ينهي إثبات النظرية. 
مغال (o,%,¥)‏ 


ليكن لدينا البرنامج الخطى التالي: 


min -2x —6x, x —9x, 
S. É. 
ERE $24 
2X, +x, +4x, S12 
69x +7x, +4x, —6x, <234 
Ride 


١‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


12 0 1- 1 1- 1 0 4 ود 
x 2 10 4 0 1 0 12‏ 
x, 39 0 0 -30 -4 -3 1 102‏ 
84 0 5 1 14 0 0 7 


با أن ,× متغير غير أساسى لذا فإنه حسب النظرية ١-7-0‏ يمكننا تغيير ,© بمقدار 
Ac, 2-7‏ > مه دون أن يتأثر الحل الأمثل السابق» وتبقى دالة الهدف كما هى. أما 
بالنسبة للمتشرات غير الأساسية عد ,, ,× فيمكننا إجراء التغييرات AS‏ 


œ> Ac, 2-5, مه‎ < Ac, 2-1] o> Ac, 2-14 


أما بالنسبة للمتغير الأساسي ,× فيمكننا إجراء التغييرات الآتية دون أن يتأثر ا لحل 
الأمثل 


min{7/4,1/1} 2 Ac, 2 max{-14/1, — 5/1} 
je | jes 


Tr والحساسية‎ y الشناشة‎ 


وأخيرا بالنسبة ل ,© نجد أن التغير المسموح به هو: 


139 2 Ac, 2-1/4 


ملاحظة: إن النظرية السابقة في حالة إجراء تغيير على أحد معاملات دالة 
الهدف ولكنها لا تنطبق إذا كان التغيير يشمل عدة معاملات (انظر ]3[ Bazaraa‏ ). 
(١,۳ ,۲(‏ تغير فى الطرف الأيمن للشروط Changes in the Right-Hand Side‏ 

إذا أجرينا تغييرا فى أحد عناصر الطرف الأيمن للشروط بأن نستبدل b,‏ 
مثلاً ونجعله b, + Ad,‏ فإن الطرف الأيمن يكتب على النحو التالي: 


b=b +Ab.e, 


حيث ,© متجه الوحدة الذي محتوى على 1 في الإحداتثى / . 
إن مجموعة المتغيرات الأساسية المقابلة للحل الأمثل تصبح بعد إجراء 


هذا التغيير كا يلى: 
8 ديع 
(b+ Ab,e, )‏ 8 = 
=B'b+Ab,B'e,‏ 


من هذه الصيغة يتضح أن مجموعة المتغيرات الأساسية لا تتغر طالما أن عناصر 
المتجه الآتى: 


ا الأسس الرياضية ie U‏ الخطية 


بع" لضم + ا 8 


يجدر بنا أن ننوه هنا عن العلاقة بين الحساسية والثنائية» فالتغير في الدالة 
الهدف الناشئ عن التغير في D,‏ يمكن التعبير عنه على النحو التاى : 


Az = C ÂX, 
= ch (Ab,B ʻe, ) 
= اق‎ Abe, 


rs ia 
- Ab,e, 


إذن مقدار التغير فى دالة المدف؛ نتيجة للتغير Ab,‏ يساوى w Abe,‏ حيث إن نا 
هو الحل الأمثل للثنائية. 


(e,1, Jlis 
min رجن == ب ا دج‎ = 7 


3x +4 ×, +6x, = 2000 
5x + 6 x, + 5X, = 0 
SX, +6 x, +5x, = 4000 


a E N 


إن الجدول النهائى لهذا البرنامج هو: 


x -lS 0 1 38 -14 O 30 

x, 1516 1 0 -¥I6 35 0 455 

Xe 3 0O0 ا‎ -1[ 1 1120 
كمل/د‎ 0 0 9/64 132 0 1485/4 


إذا كانت B‏ هي المصفوفة الأساسية المقابلة للبرنامج الخطى السابق فإن: 


3/8 -14 0 
B'=|-5/16 38 0 
0 -1 1 
x, | | 30 
Xa =| x, |=| 455 |=B b 
x| |1120 


30 | 3/8 
B'b+AbB 'e =| 455 +Ab | 6ك‎ 
1120 0 


Ns‏ ببشی Se Ap‏ ف حالف نجعل مر ILS‏ هدا المتحه غير سالبة» وبالتالي 


نجل أن: 


۱۸ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 
Ab, (3/8) = 0,‏ +30 
Ab, (—S/16) 2 0,‏ +455 
Ab (O) 2 0‏ +1120 
lis a‏ يكافوع: 


Ab, >-80, Ab, < 1456 


إذث: 
Ab, < 1456‏ < 80— 
Ab, > 120‏ < 3640/3 — 
وكذلك: 


-1120 > Ab, > مه‎ 


ملاحظة: إذا كانت المسألة تتطلب استخدام طريقة المرحلتين n> BY ob‏ 


تكون هى المصفوفة المقابلة للمتغيرات الأساسية في الجدول الأول الموسع (بعد إضافة 
المتغبرات الاصطناعية). 


الثنائية والحساسية 1714 


مثال (5 , ", ه) 


min —80 x - 60 x, - 42x, 


21 +I FR SDL 
3x, +O +3 215 
2X =3 Xx, +X, =8 


a =U 


إن الحدول الأول الموسع هو: 


12 
15 


3 


Ul‏ الحدول النهائى للمرحلة الثانية فهو: 


Ai 3 1 1000 

y 5 6 3 0 -1 1 0 

y 2 3 1 0 0 0 [1 

0 0 1 0 كب 3 7- 

x 0 1 0 16 0 0 -1/6 
x 2 0 1 1/2 0 0 12 
x 1 0 0 52 1 -1 12 
4 00 31 0 0 Ill 


2/3 

10 

19 
460 


١‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


إن المصفوفة BT‏ تقابل المتغيرات الأساسية x yy‏ (انظر الجدول الأول) وهى 


کا 
16- 0 16 
B=) V 0 12‏ 
12 1- 5/2 


فإذا أجرينا E Pe‏ إحدى شيم Ol b,b, „b,‏ التغير الملسموح يك | revered‏ لكل هس هله 
القيم يكون: 


1/6 °1/2°5/2 


—oo< Ab, smin | 


max} مدعا ف كد‎ <min| — j 1 
1/2 1/2 i (—17/6 


-4 < Ab, > مه‎ 
م‎ < Ab, > 9 
—20< Ab, > 4 


ade wh ak 
maxi mi < < مه‎ 





وهذا يكافيء: 


Addition of a New Variable LAs إضافة متفر‎ )6 a. 


ETA) nat hae |g الثناشة‎ 


min ote e lace ol Sa 


H fî 


S.t. 
aX Fax, +--+, XxX, =b 


lii” Ff 


ih FEA +٠٠١: + رن‎ 2, =b, 


aX +a X 8ح ع ل‎ 


ret” RA‏ > تر بوم 


x, 20, i=l, eA 


ولنفترض أننا نود إضافة متغير جديد (كأن يكون منتح جديد نود تصنيعه). إن 
البرنامج الخطي الموسع سياخذ حينئذ الشكل الاتي: 


min 3 Ai +c aAa +. "TCA TCA E 
5.1 
dX, + وو‎ H+ A,X, FA Xai =, 
aX, + aX +٠٠١ + A و 4 عل‎ = D 
as | t A22 1 Chinn + on n+ nel =i 1 


x, 20 j=l, ,n+1 
ما هو تأثير هذا المتغير الجديد على الحدول النهائي للبرنامج الأصلي؟ إذا كانت 8 هي‎ 
متجه التكلفة المقابل فإن‎ pole Cp المصفوفة الأساسية المقابلة لهذا الجدول وكانت‎ 
عنصر التكلفة الجديد فى الحدول النهائى يعطى بالصيغة الاتية‎ 


8 


—| 
os > Ch 4+t -cB il 


n+] 


V۲‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


فإذا كانت هذه القيم غير سالبة فإن الحل الأمثل للبرنامج الخطي الأصلي يبقى أمثليا 
(ويكون 0= ,,,ند). أما إذا كانت هذه القيم سالبة عندئذ لابد من الاستمرار 


(o, Y, 0) مثال‎ 


mn ER ىن د‎ —-4x, 
8.1. 

FAX, < 4‏ رخ - بد 

E a =‏ رن 

TESS 


s PE ieee a 


إن الجدول النهائي لهذا البرنامج الخطى هو: 


x 0 -15 1 35 -15 0 65 
x 1 -35 0 -15 25 0 85 
x, 0 45 0 -25 -15 1 315 

0 25 0 95 25 0 485 


إن المصفوفة Bo‏ تقابل المتغيرات الأساسة X Xis Xe‏ وهي كما È‏ 


wr nat hae |g الثناشة‎ 


45 -15 0 
B'=|-15 25 0 
-2/5 -15 1 

وان 


cp =[-4 -3 0] 


وكذلك: 


x, =[65 85 31/5] 


A551 واا لعطبات‎ X جديدا هو‎ | pa الآن أننا أدخلنا‎ yo pied 


wr nat hae |g الثناشة‎ 


45 -15 0 
B'=|-15 25 0 
-2/5 -15 1 

وان 


cp =[-4 -3 0] 


وكذلك: 


x, =[65 85 31/5] 


A551 واا لعطبات‎ X جديدا هو‎ | pa الآن أننا أدخلنا‎ yo pied 


7 لاسن الرياضية is pU‏ الخطة 
V5‏ 


=c, -B a, =3-|-4 -3 0] -14‏ بع 
2/5— 





ا أن 0< ب لذا فإن الجدول النهائي يبقى أمثلياً ولا تأثير على الحل الأمثل بإدخال 
المتغير الحديد. 
مثال T)‏ ,1 6( 

نعيد دراسة المثال السابق ولكن بالمعطيات الآتية: 


O| 2 1‏ 15- 7 
0006 0-1 25 كلا- [0 3- 4-|-4—= به" ظى - بن - ب 
12 5 5 


نا أن 0< Spt! ob Wig‏ الموسع ليس أمثليا ويتطلب الأمر متابعة خطوات 


الثئائية والحساسية 7 


7/5 
a, =B ‘a, =| 4/5 
7/5 


ولذا يكون الجدول الموسع IS‏ يلي: 


x )( -15 1 35 -15 0 75 605 
x, -y5 0 -15 25 0 -45 5 
, 0 4 0 -25 -15 1 75 315 
0 25 0 95 25 0 ذلك‎ 485 


بمتابعة خطوات السمبلكس على هذا الجدول نحصل على الجدول التال: 


x 0 -17 57 3/7 -7 0 1 67 

x, 1 -57 47 V7 27 0 0 167 

x, 0 1 -1 -1 0 1 0 5 

72/7 0 0 27 157 47 27 0 
وبالتالى نحصل على الحل الأمثل الآتي: 


x, =5‏ ,16/7= ند ,6/7= x,‏ 
و فمك دالة !3.4 شی . 


-3 x +3 +, - حك‎ , - 4: = -72/7 


WI‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


Changes in the Coefficient Matrix و”", 0( تغير فى مصفوفة المعاملات‎ £) 

درسنا كيفية حل البرنامج الخطي في حالة التغير في معاملات دالة الهدف. 
الطرف الأيمن للشروط أو فى TE‏ إضافة متغير جديد. وفى هذا الفصل سندرس حل 
البرنامح الخطى في حالة تغير مصفوفة المعامللات A‏ إن التغير في مصفوفة المعاملات 
يعتبر نسبياً بسيطأ إذا كان المعامل المراد تغييره ره مقابل pach‏ غير أساسى. أما إذا كان 
nel ple a,‏ أساسى Ob‏ المسألة أكثر صعوبة» وني هذه الحالة سنعيد فرز 
المصفوفة A‏ ونعيد حل المسألة من جديد. 
syne‏ 

x = (Xp: Xx) = (B ‘b,0)>0 


هو حل أسامى مسموح به أمثلى للبرنامح الخطى في الحالة القياسية» إن التغير في 
المصفوفة 4 ينقسم إلى حالتين: 

الحالة الأولى: المصفوفة N‏ تتغير إلى UL, N’‏ فإن التغير في العمود a,‏ المقابل 
للمتغير غير الأساسى x,‏ سيؤثر على المتجه cy, = B'a,‏ وبالتالى بشكل غير pile‏ 
على ” . ليكن a,‏ المتجه القديم المراد استبداله بالمتجه الحديد f, = 8 "5, Gea,‏ 
تمثل المتجه الحديد في مصفوفة المعاملاات A‏ بعد تعديله بواسطة معكوس المصفوفة 
الأساسية Bo‏ وبالتالى فإن: 


E اوجح‎ b m اب‎ i 
h =CyY, —C, ECB a, -c 


wy nat hae |g الثناشة‎ 


فإذا كانت 7 سالبة يجب مواصلة عملية السمبلكس مع إضافة متغير العمود ومعامل 
التكلفة النسبية الحديد لحل البرنامج الخطى الحديد التالي: 


=. T T 
min Cy Xp Cy’ Xy 
S.t. 

Bx, +N نع‎ =b 


Xps Xy 2 Û 


مثال Y, V)‏ ,0( 
ليكن لدينا البرنامج الآتي: 


min  - 100 x - 7 x, - 6, 


S. t. 
CEI a = 0 
FFA > 2 
AEE SLL 
Xs XX 2Û 
إن الحدول النهائي مذا البرنامج الخطي هو:‎ 
x 1 10 1 0 -1 14 
x% =2 00 [1 1 3ل‎ 2 
x 1 0 1 -210 2 8 
3 00 1 0 5 146 


YA‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


إن المصفوفة Wal ell bls B7‏ ساسة راديد و : 
Ay 1 Å l‏ ول ,چا وج وهى RNS‏ 


1 0 -1 
B'=|1 1 -3 
-1 0 2 


لنفترض أنه حدث خطأ في نقل المعلومات» وأن ay‏ هو 1 بدلاً من 2. وهذا 


+ 
لك 


يعنى أن 


‘Ola 


v4 nat hae |g الثناشة‎ 


با of WR <0 of‏ الحدول السابق ليس أمثلياء ويتطلب الأمر متابعة خطوات 
السمبلكس عل الحدول السابق بعد تغيير ‏ 8 = y,‏ . ولذا يكون الحدول الحديد كما 


x 2 10 1 0-1 14 

x 1 0 0 1 135 2 

x, = 0 1 -1 0 2 8 
— 0 0 1 0 5 146 


بمتابعة خطوات السمبلكس على هذا الجدول نحصل على الجدول التالى : 


x 0 1 0 -1 -2 5 10 

x 100 1 1 3 2 

x 0 0 1 0 1 -1 8 
000 3 2 --1 150 


ale‏ خطوات السمبلكس على هذا الجدول نحصل على الجدول التالي: 


a. & I> U = mS 1 2 

. 1 35 0 25 -15 0 & 

x, 0 5 1 -15 35 0 12 
0 15 0 145 85 0 152 


وبالتالى نحصل على الحل الأمثل الآتي : 


x,=8, x, =12‏ كاي 


Ae‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 
وقيمة alls‏ ادف شی : 


-10 x, - 6 x, + Üx, = -2 


الحالة الثانية: المصفوفة الأساسية 8 تتغير إلى 8 . وفي هذه الحالة فإن الحل الأمثل 
':د قد يكون غير أسامي للبرنامج الخطي الجديد» وكذلك فإن B‏ قد تكون مصفوفة 
ليس لها معكوس» وبالتالي فإن حلاً مباشراً من الحل السابق قد لايكون من السهل 
الحصول cae‏ ويفضل حل المسألة من جديد. (انظر [3] Bazaraa‏ ) 
مثال (8/,, ه) 

ليكن لدينا البرنامح gY‏ 


mi STE وك‎ 
S. t. 

FR th, 2 6 

-x + 2x, ع‎ 4 


لراك و 


إن الحدول النهائي لهذا البرنامج الخطي هو: 


My يون يتخ‎ äg i 

x 1 1 1 1 0 6 

x, 0 3 1 1 1 10 
e د‎ ot 2 رك‎ 


الثنائية والحساسة \A\‏ 


l ,‏ 3 
لنفترض أن المتجه ,© قد استبدل من 1 s|‏ عندئد: 


3 
c,B a -c0 = [-2 0] H = (—2) = —4 


3 
ولذا فإن عمود × سوف يصبح 9 کا يل : 
4 


3 
9 7 
4 -3 -1 2 0 -12 


ومن ثم ينبغى الانتقال إلى جداول جديدة. 
تمارين الباب الخامس 

١(‏ ,0( برهن نظرية متممة المكملة الضعيفة. 
Y)‏ ,0( اكتب البرنامج المقابل لكل ممايل: 


AY‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


(| 


ne Xx, و‎ 
S.t. 
DELL FD لاك‎ 
3X, tk, FA =2, 3 
حب‎ + 2K, +2, = 1 


one e >() 


ب) 
min X =x‏ 
S.t.‏ 
لاك 2x, FEI FA,‏ 
b ia a = 39‏ 
1ح جرع ونع oa‏ 
Xy, 20‏ 
ع 
I] id 4 7‏ 
S.t‏ 
nT‏ 
a,x, SO‏ ردج 
i=‏ 
mi‏ 
d=‏ 
i=l‏ 


(> 
max 2x -3x 
S.t, 
Oe ae 
3%, +x, =D 
XX, 0 


استخدم نظرية الثنائية لتتأكد فيا إذا كان 3/2 = x, = 3/2, x,‏ هو JH‏ 
الأمثل لهذا البرنامج. 
)0,1( أوجد الحل الأمثل de SILL‏ الخطية الآتيةء وكذلك أوجد الحل الأمثل 
للبرنامج المقابل له: 


max 2X, +x, 
S.t. 
216 ٣3 S3 
x +5 sl 
E S4 
jx +X, >5 


Xx 20 


(Co, E)‏ أوجد الحل الأمثل لمسألة البرمجة الخطية الآتيةء وكذلك أوجد الحل الأمثل 
للبرنامج المقابل له: 


A٤‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


min 3x +2x, +4x, 
S.1. 
+x, + ردك‎ =4 
23+33 5 
2%, + د‎ tin > 


لي 


)0,0( بالاستعانة بنظرية متمّمة المكملة الضعيفة أوجد الحل الأمثل لمسألة البرمجة 
الخطية AYI‏ 


min 5x +6x, + 9 +8x, 
S.L 
ند‎ + 2%, +35, +X, 5 
CERF FM SS 


a, =U 


)0,1( بالاستعانة بنظرية متمّمة المكملة الضعيفة أوجد الحل الأمثل ie SILL‏ 
الخطية AV‏ 


min 2x +3x, +54, +44, 
S. t. 
Gea oe FX = 
x +X + 2%, +n 25 


ek, ل‎ 


١ م‎ nat hae |g الثناشة‎ 


V)‏ ,0( اعطيت البرنامج الخطي التالي: 


min 7 + 3x, + IX 
S.t. 
ZX, = a + ope <1 
ت‎ =| 


لا > 3,23 


الجدول النهائي لهذا البرنامج: 


1 =] 15 05: 0 05 
x, 0 0 -35 -05 1 OS 
0 0 95 15 0 15 


i 1‏ 
ومعاملاات القبود 5 = Asal d;‏ ا لحل الامثل للبرنامح | JAA‏ مستخدما E JA‏ 


الحدول النهاتى. 
A)‏ ,0( اكتب البرنامج المقابل للبرنامج التالي وأوجد حله باستخدام نظرية متممة 
الكملة الضعيفة. 


VA‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


min 3x, + 4x, 


S. t. 
x + 2x <10 
ا ا‎ 
FIL 0 
= 
JYI 0)لدينا البرنامج الخطى‎ , 4) 
min IX — 3x, 
S.t. 


TE FA 34 
x +X, FAX, SS 


LX, — Ig + = 1‏ 
x20)‏ 
أوجد الحل الأمثل للبرنامج ثم اكتب البرنامج المقابل ثم حله. 


V+)‏ ,0( اكتب البرنامج المقابل للبرنامج التالي: 


max Z=—44,—54, +12 


ot 4121 5-3 


E Pa E e 


x = 0 


AV Law Lowel» ASL 


ثم حله هندسياً ثم حل المسألة الأصلية باستخدام نظرية متمّمة المكملة 
)0,11( حل بطريقة السمبلكس البرنامج SI‏ مستخدماً قاعدة بلاند Bland’s‏ 


` rule 


min z=—2x, +3x, - 4x, 
S.L. 
x,—2x,+4x, S15 


FI, 10‏ زع يدك 


x>0 


لنفرض أننا أضفنا متغير إضافي x,‏ مع معامل التكلفة 1- = ,© ومعاملات 


1.5 5 = 
القيود ;| A> | EP‏ الحل الامثل للبرنامح الحديد مستخدما ا لحل الذي 


حصلت عليه من البرنامج hel‏ 


JH على ذلك‎ hlel ثم أوجد‎ GYI أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطي‎ (0, VY) 
الأمثل للبرنامج المقابل:‎ 


RES at ol الأسسر الرياضية‎ u 


min X, +X, +X, 

S. Î. 
1 - 2x, +x, =4 
ا‎ 


—X, +, +x, <] 


x20 
: حل البرنامج التالي بطريقة السمبلكس‎ (0, IP) 


min -2n +x,— x, 
S.t. 
go oe 6 
—x,+2x, £4 
TB. =0 
ثم أوجد مقدار التغير على قيم 1=1,2,3,4,5 ن بحيث يبقى الحل‎ 
. الأمثل كما هو‎ 
2 عندما يتغير ,© من 1 إلى‎ GY! )كيف يتأثر ا حل الأمثل للبرنامج الخطى‎ © NE) 


۱۸۹ anit ham | و‎ rm] 


bd )١ Ve‏ الحدول الابتدائي والنهائي لحل برنامج خطي بطريقة السمبلكس: 


20/3 )( 8/3- 4/3 8/3- )( 4 ظ 
Xg |‏ 
16/3 23/3 4/3- | 10/3 6- | 
Aa‏ 
TIS () 38/3 -41/9 16/9 -5/9 () 134/9‏ 
Ay‏ 
7 ا 


a N‏ ا ed‏ يلش 
Ny‏ 
el ||| | °‏ 
As‏ 
A‏ "ا | se ed‏ 


أ) أوجد مدى التغير لمعاملات التكلفة النسبية دون التغير في قيمة الحل الأمثل. 





p al cer (uo‏ كان A.‏ متغير غير أساسى Ol‏ الحل الأمثل = pee‏ لدی تغير 
Gat llc,‏ الشرط „Ac, 2-c, =—r,‏ 
(0,15) ليكن لدينا البرنامج الخطى الآتي: 


١ 4 ٠‏ الأسس الرياضية ie U‏ الخطية 


min =X +x =x» 
S. t. 
FER FR SO 
—x, +2x, <4 


x > 0) 


) ماهو المجال المسموح به للتغير Ab,‏ دون أن تتبدل المتغيرات الأساسية 
الأمثلية للبرنامج المذكور. 

ب) ماهو المجال المسموح به للتغير Ac,‏ دون أن يتأثر الحل الأمثل للبرنامج 
ا 

ج) ماهو المجال المسموح به للتغير Ac,‏ دون أن sly‏ الحل الأمثل للبرنامج 
Ly SAM‏ 
د) لنفرض أننا أدخلنا في البرنامج السايق متغيراً جديداً 20 × مزودا 


]— 
بالمعطيات التالية 1 = cc,‏ | ر a=]‏ ماهو Wb‏ ذلك عل الحدول 


النهائي للبرنامج المذكور. 


)١ AV)‏ ليكن لدينا البرنامج الخطى الآتي: 


max 2x +x, بدح‎ 


ib 2a +o, 0 


xn +X, +X, - 3 


14 \ nat hae |g الثناشة‎ 


أ) باستخدام موضوع الحساسية جد الحل الأمثل الجديد عندما يتغير معامل 
als t X2‏ المدف من 1 إلى 5. 

ب) إذا كان لك أن تختار بين أن تجري زيادة في ,5 أو في keb cb,‏ تختار؟ 
ما تأثير ذلك على القيمة الأمثلية لدالة FGA!‏ 


max EL 


3 + ردك‎ +A, 8 


aa =2 =4 





۱۹۲ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


ب) ماهو المجال المسموح به للتغير Ab,‏ دون أن Jag‏ المتغيرات الأساسية 
الأمثلية للبرنامج المذكور. 


ase)‏ ساون 


Solutions of Some Special Linear 
Programming Problems 


Introduction 40145 (3, \)‏ 
نقدم في هذا الباب دراسة لبعض البرامج الخطية العملية والتى سيتضح من خلال 
الدراسة الوافية أن حل مثل هذه المسائل بطريقة السمبلكس العادية لن يكون ذا 
جدوى. بل إن كل واحدة من هذه المسائل العلمية تحتاج إلى تطوير خوارزمية خاصة 
بباء وذلك بالاستفادة من طبيعة المسألة التى تحت الدراسة. سنبداً الدراسة بمعالحة 
مشكلة النقل ثم ننتقل إلى مشكلة التوظيف فمشكلة تحليل الشبكات. 


d 


The Transportation Problem مسألة النقل‎ (3, Y) 
مركز إنتاج 1,...,7#» المركز 8 ينتج ,© وحدة من‎ 7# Ww لو فرضنا أن‎ 
مركز توزيع 1....,7. يحتاج مركز التوزيع 7 إلى‎ n المنتج. توزع هذه المنتجات على‎ 
وحدة من المنتج. نستعرض فيا يلى بعض الفرضيات المتعلقة بمسألة النقل:‎ b, 


١7 


١45‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


# الكميات 0 < lgl a,b,‏ موجبة. 

# لكل مركز إنتاج 1 ومركز توزيع 7 نرمز لتكلفة نقل الوحدة من المركز i‏ 
إلى المركز j‏ بالرمز Cy‏ 

# المسألة المطلوب حلها هى تحديد الحل المسموح به الذي من خلاله نحصل 
على أقل تكلفة لنقل البضائع بين مراكز الإنتاج ومراكز التوزيع. 

# ليكن x,‏ عدد الوحدات التي سوف يتم نقلها بين المركزين )7 (i,‏ 

* لنفرض أن النظام في مشكلة النقل هو نظام متوازن» أي أن جميع الكميات 
المتتجة تستهلك أي أن 


البرنامج الخطي الذي يمثل مسألة النقل يأخذ الشكل التالي: 


Mn C W 11 oo TCX in FC 2l i FCF بد‎ T FC 3 ml 1 FC nY m 
S. t. 
Xatt TX in = éh 
Aa T “THX 5, — tl, 


rr | PERT F 
A il FX 5, TX n =b 
A Lr Xo, "TA an =b, 
, , - > 
x p TESTED إل‎ ° sA on?" * SA ml? ees À mU 20) 


حل بعضي البرامج الخطية الخاصة 140 


من الممكن كتابة مسألة النقل على شكل مصفوف إذا جعلنا: 
1 


AFT ¢ 


X 


ri D 


"3 


ml?" * 


3 


eee ed | E,‏ © ”ص 


A. ددا‎ 


ee 
ظ‎ | T 
ركع‎ E ee ee E ee 


b=(a,,...,.4,,b,...,.b,) 


m? 


1 


53 5 53 l 5 È. 
E واصعار‎ l الموقع‎ E اي واحد‎ RK” متجه الوحدة في‎ ©, a, -|: | بحيث إل‎ 
أي واحد في الموقع ر وأصفار في باقي‎ R” متجه الوحدة في‎ ejs باقي المواقع‎ 
المواقع. وبذا تأخذ مسألة النقل الشكل التالي:‎ 


min /f(x)=e x 
S. t 
Ax=b 
x 20 


حيث المصفوفة ols A‏ البعد Li (m+n) x mn‏ الشكل التالى: 


۱۹٦‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


حيث 1 هو متجه صفي ذو بعد 7 مكون من وحدان و1 عبارة عن مصفوفة الوحدة 
ذات البعد nxn‏ إن البنية الخاصة لمصفوفة المعاملات A‏ هي التي أعطت مسألة 
النقل هذا الاهتام الخاص. 
)\ ,1,7( خصائص المصفوفة Properties of the matrix A‏ 

سنوضح في هذا البند الخصائص المميزة لمصفوفة مشكلة النقل وسنوضح 
بنيتها الخاصة وسنبين كيفية الاستفادة من هذه البنية لتكوين خوارزمية خاصة 
نظرية (الخاصة الأولى) Y, ١(‏ ,5) 

.Rank (A) =m+n-1] مصفوفة النقل هي‎ Rank رتبة‎ 
ala zl 

IV m+nsmn | وحيث‎ (mtn) xmn مصفوفة من النوع‎ | A oll 


فإن +7 > Rank (A)‏ من الواضح Rank (A)# m+n Ol‏ إذ إن: 


if Hi ظ‎ Ht 
Ia Fa (6.1) 
j=l i=l i=l 
وكذلك‎ 
1 m fl | 
x,=>b (6.2) 


حل عفن ا الخد و ۱۹۷ 

وحيث إن النظام متزن ( ,< = (La‏ » لذا فإن الطرفين الآخرين من 
ادر ا 

المعادلتين (6.1) و(6.2) متساويان أي أن هناك mtn‏ صفاً مرتبطة خطياً. 
لإثبات أن bde Rank (A)=mtn—-1‏ إيجاد مصفوفة جزئية من A‏ غير شاذة من 
النوع (7-1(<)72+7-1+:7). للوصول لهذا الغرض نلجاً إلى إهمال الصف 
الأخير من المصفوفة ۸. 
نحصل على مصفوفة من الشكل : 


وهذه المصفوفة غير شاذة؛ لأنها مثلثية i ple‏ عناصرها القطرية تساوي الواحد SIL‏ 
محددتها تساوى الواحد. 
تعريف Y)‏ ,”7 ") 

تدعى المصفوفة A‏ مصفوفة ذات معيارية أحادية كليه Total Unimodularity‏ 
إذا كانت قيمة محددة أي مصفوفة مربعة جزئية من 4 هي إما 1+ أو 0 . 
نظرية (الخاصة الثانية) )1,1 ,1( 

A‏ مصفوفة ذات معيارية أحادية كليه. 

alal 

من الواضح أن كل مصفوفة جزئية من 4 من النوع 1×1 SIS‏ محددة إما | 
أو 0. بالإضافة إلى هذا فإن أى مصفوفة جزئية من النوع (m+n)x(m+n)‏ عددتہا 
تساوى الصفر؛ وذلك «Rank (A)=mtn—-1 OY‏ لذا يبقى علينا ols}‏ أن أى 


۹۸ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


مصفوفة جزئية من النوع ۸× م حيث Git 1> ۸ > "+١‏ الخاصة المطلوبة. نقدم 
برهاناً يرتكز على مبدأ الاستقراء الرياضي» بافتراض أن Ay‏ هي أي مصفوفة مربعة 
جزئية من النوع ۸× ۸ ونود إثبات أن 1+ «Det A, - 0 or‏ سنفرض أن 
الخاصة محققة من أجل المصفوفة Ay)‏ وسنيرهن صحتها من أجل المصفوفة ,4 . إن 
كل عمود من أعمدة Ay‏ إما أن يحوى عنصراً واحداً قيمته 1» أو أنه لا يحوى 
عناصر غير صفرية» أو أن يكون هناك عنصران غير صفريين قيمة كل منهما 1. 
إذا لم يكن هناك عناصر غير صفرية في كل عمود من أعمدة A,‏ عندئذ يكون 
LI. Det A, =0‏ إذا احتوى كل spe‏ على عنصرين غير صفريين فإن أحد 
العناصر غير الصفرية سيكون ضمن عمود من أعمدة المصادر (مراكز الإنتاح) في 
حين العنصر الآخر سيكون ضمن عمود من أعمدة مراكز التوزيع» وحيث إن 
مجموعة أعمدة المصادر مساوية لمجموعة أعمدة مراكز التوزيع» لذا OP‏ أعمدة A,‏ 
غير مستقلة Lhe‏ ونتيجة Det A, =0 ob WH‏ أما إذا كان هناك pas‏ 
واحد غير صفرى فى بعض أعمدة A,‏ فإنه فى هذه الحالة يمكننا فك المحدد ely‏ على 
ذلك العمود أي: 


Det A, =+Det A, , 


iy oN‏ الاستقراء الرياضى Det Å‏ = ]+ أو 0 3 وهذا يعنى  3l‏ هده الخناصة 
أيضا صحبحة ل Å,‏ 


حل بعض البرامج الخطية الخاصة 144 
نظرية (الخاصة الثالثة) )£ Y,‏ ,1( 
جميع المصفوفات الأساسية لمشكلة النقل هي مصفوفات مثلثية علوية. 


alal 
Ole لذا‎ Total Unimodularity هى مصفوفة دات معيارية أحادية كلمة‎ A أن‎ lo 


مصفوفة الأساس 3 AY‏ وأن يكون أحد أعمدتا على BY‏ يحوى عنصراً غير 
صفرى وحيد ذات قيمة 1» وإلا Det 8 =0 OB‏ . بتبديل صفوف وأعمدة المصفوفة 
8 نجد إنه بالإمكان إعادة كتابتها على الشكل : 


1 
B= 5 
b -a 


بإجراء نفس المناقشة على المصفوفة سن al dow‏ بالإمكان كذلك إعادة كتابتها على 
الشكا .,: 


I 
B m+n—2 7 : 
0 B m+n— 3 


بوضع (4,,4) q=‏ حينئذ تصبح المصفوفة 8 على الشكل: 


Yor‏ الأسس الرياضية للبريجة الخطية 


وبتكرار هذه الخطوات نجد أن المصفوفة 8 هي مصفوفة مثلثية علوية. 
ملاحظة: إن أهمية هذه النظرية تكمن في صلتها بفكرة التعويض الخلفي Back‏ 
csubstitution‏ وطذا فإن استخدام طريقة السمبلكس دون إجراء تعديالات ملائمة لهذا 
الوضع الخاص سيكون مضيعة كبيرة للجهد والوقت» ومن هنا ظهرت ضرورة 
استخدام خوار زمية خاصة هذه المشكلة. 
تعريف ٩(‏ 7 , 5) 

نقول de SIL Ob‏ الخطية جيدة التعريف Well defined‏ إذا كان U‏ حل 


مسموح به دوماً. 
E‏ 04 ,7 5) 
مشكلة النقل جيدة التعريف. 


alal 
فمن الواضح أن:‎ (Za = E b) بافتراض شرط الاتزان‎ 


Da 1 2‏ - 4 يمثل حلا مسموحا به. 


نظرية (V,Y,V)‏ 
إذا كانت المصفوفة B‏ مصفوفة أساسية» وكان ,4 lpas‏ غير أساسي من 
أعمدة مصفوفة النقل فإن مركبات المتجه ,و" 8 = a;‏ هى إما 0 أو 1- أو 1+. 


حل بعضي البرامج الخطية الخاصة Yaĵ‏ 
البرهان 
المتجه pa;‏ حل للمعادلة ,8 - .Ba;‏ وبالتالي فإنه باستخدام قاعدة 
كرامر Cramer’s rule‏ نحصل عل : 


» Det B, 
ad. = 
* +2 





وبا أن B,‏ مصفوفة مربعة جزئية من cA‏ وبا أن A‏ مصفوفة ذات معيارية 
أحادية كلية» لذا t1=Det B, of‏ آو0. وبالتالي op‏ 0,71 - ه. 
( 50 ,"5) شرطالحل الصحيح Integrality condition‏ 

با أن المصفوفة الأساسية 8 تتكون من أعداد صحيحةء وبا lel‏ مصفوفة 
مثلثية علوية عناصرها القطرية 1+ (انظر الخاصة الثالثة من خصائص مصفوفة 
المعاملات)» لذا Ob‏ كل المتغيرات الأساسية ستكون أعداد صحيحه Integers‏ 
طالما أن جميع الكميات المطلوبة والكميات المعروضة أعداد صحيحة. في هذه 
الحالة فإن الحل الأمثل سيكون be‏ يميا idles‏ 
ملاحظة: إن معرفة مثل هذه الشروط التي توضح متى يكون الحل الأمثل 
صحيحاً أمر في غاية الأهمية» إذ إن هناك العديد من المسائل العملية التي تتطلب 
أن يكون الحل عدداً صحيحا. فإذا كانت الشروط متوفرة» كبا هو الحال في 
الوضع المبين أعلاه» Ob‏ المسألة لن تحتاج إلى الخوارزميات الخاصة ie JL‏ 


.Integer Programming الصحيحة‎ 


ey‏ الأسس الرياضية للبريجة الخطية 
(۳, ۲ ,1( 4515 مشكلة النقل Duality for Transportation problems‏ 

مشكلة النقل هى مشكلة برمجة خطية INL‏ القياسى (Standard form‏ 
وبالتالي باستخدام الشكل القياسى للثنائية نستطيع LLS‏ مسألة الثنائية لمسألة النقل. 
يوجد هناك متغير ثنائى لكل قيد من قيود المشكلة الأصلية وباستخدام المتغيرات: 


وبالتالى ob‏ ثنائية مسألة النقل تأخذ الشكل التال: 


i il 
max > au, + » bv, 
i=] jel 


s. t. 
U, +V, SC; 


U,V),‏ بدون قيود 


)£ ,1,7( طريقة السمبلكس لمشكلات النقل 


Simplex Method for Transportation problems 
البدء فى دراسة‎ OV بعد هذه الدراسة لخصائص بنية مشكلة النقل يمكننا‎ 


تفاصيل طريقة السمبلكس لحل هذه ALM‏ سنركز اهتمامنا على الاستفادة الكاملة 
من خاصية الصيغة المثلثية العلوية لمشكلة e Jadi‏ وذلك من أجل تطوير خوارزمية 
خاصة duly‏ المسألة سنطلق عليها اسم خوارزمية النقل .Transportation Algorithm‏ 


حل بعض البرامج الخطية الخاصة yay‏ 
سنلاحظ أن هذه الخوارزمية والتي نحن بصدد تطويرها ماهي إلا نسخة 
معدلة من خوارزمية السمبلكس المحسنة Revised Simplex method‏ والتى تتكون |S‏ 
نعلم سابقاً من الخطوات الرئيسة التالية: 
«إيجاد حل أساسى مسموح به . 
Cle‏ مضاريب السمبلكس وحساب معاملات ISS‏ النسيية للمتشرات 
غير الأساسية. 
ells‏ التعديلات على المتجه الداخل للمصفوفة. 
فيا يل سنوضح كيفية إجراء الخطوات أعلاه في حالة مشكلة النقل» وذلك 
بالاستفادة ALIS!‏ من خصائص ونظريات مصفوفة المعامللات وستكون ilas‏ 
عملنا هذا هو خوار زمية النقل . 
خوار زمية الركن الشمالى- الغربي Northwest Corner Rule‏ 
سنعرض ble‏ شرح خوارزمية الركن الشالي-الغربي Northwest corner rule‏ 
لإيجاد حل ll‏ مسموح به لمشكلة النقل» والتي تؤكد النظرية 5-7-7 على وجود 
هذا الحل دوما. 
-١‏ ابدأ بالخلية الواقعة في الركن الأيسر العلوي واملأها بأكبر كمية متوافقة 
مع صف وعمود تلك الخلية. 
؟- كرر مايل: 
إذا كان هناك مزيد من متطلبات الصف: 
* انتقل خلية واحدة نحو اليمين واملأها بأكر كمية متوافقة مع صفها 


وعمودها. 


Tef‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


أو 
#انتقل خلية واحدة نحو الأسفل واملأها بأكبر كمية متوافقة مع صفها 
وعمودها. 
حتى تتحقق جميع المتطلبات. 
مثال (۸ ,۲ ,1( 


اعتير مسألة النقل بأربعة مصادر وخمسة مراكز توزيع والمعرفة BAS‏ 


a = (30,80,10,60) 
(10,50,20,80,20) 


4 6 8 


|| 
— 1 


b 


an SO 


م 
|| 
N w‏ يم WwW‏ 


5 24 
3 2 دك 
4 2 > 


باستخدام قاعدة الركن SAS!‏ الغري تجد Se‏ أساسيا + موحاً به کا هو موضح 
بالجدول JYI‏ 


لكا ||| 
eee‏ 
تنا ee‏ نال نكت 


لا إإإ 
||| اتات 
j‏ 





حل بعض البرامج المخطية الخاصة rec‏ 
ملاحظة: عدد المتغيرات الأساسية هو mtn]‏ ولكن قد يحصل أحياناً فى بعض 
المسائل أن متطلبات كل من الصف والعمود تكون محققة عند خلية ماء وبالتالى فإننا 
نضع القيمة صفر في الخلية التالية (والتي نصل إليها بالانتقال خلية واحدة نحو اليمين 
أو نحو الأسفل) إن وجود الصفر سيجعل الحل غير منتظم Degenerate‏ انظر المثال 
التالي. في مثل هذه الحالة نتعامل مع الصفر كا يتم التعامل مع أي عدد موجب. 


مثال (9 ,1,7( 
Sloe azel‏ النقل dns lL‏ مصادر وأربعة مراكز. إن ا لحل المسموح ها يعطى 
الجدول JOI‏ 





50 20 40) 40 
b, 


في مثل هذه الحالة نتعامل مع الصفر كا يتم التعامل مع أي عدد موجب. 
حساب مضاريب السميبلكس و معامللات LASSI‏ الفسسية 


وج dé - [ul v‏ حيث uy;‏ تمثل المضروب المرافق للقيد: 


peal Ya‏ الرياضية للبرمجة الخطية 


if 
2 Aj = G; 
j=l 


و ر۷ PE‏ المضروب المرافق للقيد: 


وبا أن أحد هذه القيود هو قيد إضافي Redundant‏ فإنه يمكننا وضع قيمة اختيارية 
لواحد من هذه المضاريب» ولقد جرت العادة على وضع 0= ,۷. بافتراض أن B‏ 
هي المصفوفة الأساسية» فإن مضاريب السمبلكس توجد بحل النظام © - 058 . 
فيها يل سنوضح كيفية حل مجموعة المعادلات هذه بشكل بسيط. 

ليكن x,‏ متغيراً أساسياً. إن العمود المقابل فى المصفوفة A‏ سيكون ضمن 
BL‏ وسيحوي هذا العمود على عنصرين قيمتههم| 1+ وباقى عناصره أصفار. 
حيث سيكون هناك عنصر غير صفري ذو قيمة 1+ في الوضع : من الجزء العلوي 
وسيكون هناك عنصر غير صفري آخر ذو قيمة 1+ في الوضع 7 من الجزء السفل. 
OP SIL‏ 


H, T Vi = Ci 


والتى تمثل مجموعة المعادلات التى يمكن استخدامها le‏ مضاريب السمبلكس d‏ 
ملاحظة: إذا كانت 6 جميعها أعداداً صحيحة وإذا كانت القيمة الاختيارية لأحد 


FE 


Least a aa‏ علدا aana‏ مقا بب الماک كوت اعدانا 
صت حه . 


حل بعض البرامج الخطية الخاصة Yay‏ 
سنبين الان كيفية حساب معاملات التكلفة التسبية. بعد تحديد مضاريب 
السميلكس يمكننا حساب معاملات التكلفة النسبية Relative Cost Coefficients‏ 
للمتغيرات غير الأساسية» وذلك باستخدام العلاقة: 
-dN‏ 0% = × (انظر خوارزمية السمبلكس المحسنة) 
تعويض عن قيمة N‏ و4 نجد أن المعادلة السابقة مكافئة للمعادلات: 
U, —V, 1=1,2,...,m J=1,2,...,0‏ ىت ح 1 
يمكننا تلخيص خوارزمية حساب مضاريب السمبلكس بالخطوات التالية: 
١‏ - ابدأ بقيمة اختيارية لأحد مضاريب السمبلكس (جرت العادة بوضع 0 = ,۷). 
e ET =‏ 
» ابحث عن العنصر ble iale) c,‏ بقوسين) المقابل لمتغير أسامبى بحيث إن 
إحدى القيمتين Lol‏ ,4 أو ,۷ قد حسبت طذا العنصر. 
* احسب القيمة غير المحددة باستخدام المعادلة: 


u, HV; ح‎ 


(1,7, Ye) مثال‎ 


لقد سبق لنا في المثال )١, YA)‏ أن وجدنا We‏ مسموحا به باستخدام قاعدة 
وذلك OL‏ أحطناه بقوسين» |S‏ هو موضح في الحدول التال: 


YA‏ الأسس الرياضية للبريجة الخطية 


FECE 
epee 


a‏ ا أ 
oL ee?‏ 
0 2 2- 

7 


لستخدم المعادلة =c,‏ ,۷+ ,1 فنجد: 





u,t+v.,=2 
u,tv,=4 
u,tv,=3 
u, +V =3 
u,+v,=4 
utv,=2 
sent 
u,tv,=3 


بو صح 0= ham v,‏ عل su, =2 —_ Cys =U, FV,‏ ومن دم W,=2‏ 
هكذا نحصل على جميع قيم Hs,‏ 


Y $ ۹ ee) البرامج الخطة‎ ae حل‎ 


u ,5ح‎ u,=3, Wm, =l, u =2, 


vy,=-2, v,=-l, v,=l v,=2, v,=0, 


الآن باستخدام العلاقات: 


lj — Gy TH <¥; 








حيث إن المتغير در ذو معامل تكلفة سالب لذا فهو المتغير الداخل للأساس. 
خوار زمية إجراء التعديلات على المتجه الداخل للأساس 

إذا كان معامل التكلفة النسبي المقابل لمتغير غير أسامي WL.‏ فهذا يعني أن 
ذلك المتغير يمك إدخاله إلى الاساس. سنوضح فيا يلي التغيرات التي يجب إجراؤها 
على المتغيرات Sel‏ 

إذا كانت قيمة المتغير الداخل ھی 6 ob‏ المتغير CU)‏ سيحصل على متغيرات 
الأساس هي صفر أو 6+ 
وبذا فإننا نتبع الخطوات التالية لإجراء التغيرات المطلوبة على المتجه الداخل للأساس . 


Yie‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


١‏ - في مكان المتغير الداخل نضع إشارة + (أي سيضاف مقدار 6 في ذلك 
المكان) ثم نحدد إشارة متغيرات دورة تبدأ من المتغير الداخل وتنتهي به وذلك بوضع 
إما إشارة + أو - أو صفرء وذلك ely‏ على شرط الاتزان إي إذا أضيف مقدار 
فلابد من طرح ذلك المقدار في الصف والعمود الواقع فيه ذلك المقدار. 

؟ - نحدد قيمة 0 بحيث تكون مساوية BY‏ قيمة مطلقة لتلك المتغيرات 
الأساسية ذات الإشارة السالبة. 
مثال )41 ,1,7( 

حدد المتغير الداخل للأساس وكذلك المتغير الخارج في مسألة النقل التالية: 





حل بعض البرامج الخطية الخاصة ۲۹۹ 
ثانياً: لتحديد المتغير الداخل للأساس نحسب ,< و , ۷ من المعادلات التالية: 


u,+v,=3, U +V=3, utv,=/, UV) =4 


Vv, =-[] iv, =2 ch, =) cu, =3 dev, =0 ثم نختار‎ 


نعوض هذه القيم فيا يل : 


Ca - روك‎ =a, —(u, +v,)=2-(3-1)=0 


C5) - يوج‎ =€ -(u, +v,) =4-(342) =-1 


با أن 0> ey —Zy‏ لذا فإن رر × هو المتغير الذي يدخل للاساس. 
ثالثاً: لتحديد المتغير الخارج نحسب في البداية © وفقاً للجدول التالي: 


30 
¦! | | 2} % 





15 10 25 


فنجد @=min{10,20}=10‏ ©« وهكذا فإن Xp‏ هو المتغير الذي سيخرج من 
الأساس. 


x,, =10-@=10-10=0 


X4 =5+0=5+10=15 
3 وو‎ =20—@=20-10=10 


YT‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 





وبذا تكون المرحلة الأولى قد انتهت لتبدأ مرحلة جديدة مائلة. 
لقارنة التكلفة الإحمالية نجد أن: 
كلفة الإجمالية في حالة الركن Sl‏ الغربي هي : 





(3X20) = 215‏ + (5()5) + )7)(10(+ )4)(15(= رج 


التكلفة الإحمالية في نباية المرحلة الأولى هى : 


z, - )4()15( + )5()15(+ )4()10( + )3()10( = 205 


أى أنه أمكن تقليل التكلفة الإحمالية. 
مثال (۱۲ ,1,7( 


باعتبار المثال التالى حيث × هو المتغير الداخل: 


حل بعض البرامج الخطية الخاصة yit‏ 





حيث تم وضع الإشارات حسب AS‏ تب الا ی 


9X51 9445‏ روط د روه د ووه :وو دور د وړ دج 


واضح أن أقل قيمة لمتغير ذي إشارة سالبة هي 10 - x,‏ أي أن 10 -9. SIL,‏ 
بإضافة هذا المقدار إلى الكميات الموجودة في الأماكن ذات الإشارة الموجبة وطرحها 
من الكميات الموجودة في الأماكن ذات الإشارة السالبة نحصل على حل أساسى 
مسموح به جديد. بعد هذه الدراسة يمكننا OVI‏ تلخيص خوارزمية النقل كما يل: 
خوارزمية Y, AY)‏ ,1( (خوارزمية النقل) 
تتلخص هذه الخوارزمية با لخطوات ASV‏ 
١‏ - جد حلاً أساسياً مسموحاً به باستخدام قاعدة الركن الشلي الغربي. 
؟- كرو ‘ble‏ 

odo #‏ مضاريب السمبلكس ومعاملات التكلفة النسبية. 

# اختر متغير بمعامل تكلفة سالب. 


51 الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


# احسب إشارات التغير. 
# احسب قيمة التغير 6 . 
# أجر التغييرات. 
حتى تصبح جميع معاملات التكلفة غير سالبة. 
مثال )1% ,1,7( 
باعتبار الخال )9,49 ,1( حيث سق أن أوجدنا معاملات NSS‏ 





ووجدنا أن المتغير xy,‏ هو ذو معامل تكلفة سالب» لذا فهو المتغير الداخل 
للأساس. نضع إشارة + في مكان المتغير fell‏ وذلك في الجدول الذي يحوي 
فيم المتغيرات الأساسية وهو الذي أوجدناه بواسطة قاعدة الركن الشمالي الغربي. كا 
هو موضح في الجدول التالي: 


PERLE 
20° | 30° 


| | fg fa foe | 
+ |407 | 20° 
50| 20! 80] 20 
b, 


لقد سق لا أن حسنا معاملات التكلقة النسة ع ووحدنا OV‏ 1د ر OW Woy‏ 


3 





بو هو المتغير الداخل للأساس. وبتحديد إشارات المتغيرات الأخرى ف الأساس 
نجد أن أقل قيمة بإشارة سالبة هى 20 في المكان (2,3) انظر الحدول السابق. وبالتال 
ob‏ 20 = © بإجراء التعديلات نحصل على الأساس الجديد: 


حل بعضي البرامج الخطية الخاصة 0\¥ 


2 (3) 


r 
DISSES 





وبحساب معاملات التكلفة النسبية نجد أن جميع القيم موجبة» كا هو موضح في 
الحدول التالى: 


YAT‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 





وبذا فإننا تكون قد توصلنا إلى الحل الأمثل والذى هو: 


x =10,x,, =20,x,, =30,x,, =50,x,, =10 


20 = ,4 20,۸ = وړ X‏ 
بالتالي OF‏ قيمة دالة اهدف هى: 


z=10*3+20x*4+30x*2+50x*5+10x3 
+?Ox24+20x*4+4+20x2=610 


وحدة. والممثل بالرسم البياني التالي: 





)1,1( مسألة The Assignment Problem gress]!‏ 
ندرس هنا مسألة تحديد أمثل تعيين ل n‏ من العمال على # من الوظائف» 
علا al‏ إذا أعطى العامل : الوظيفة j‏ فإن التكلفة هى ,»© . كذلك op‏ كل عامل 


YIA‏ الأسس الرياضية للبريجة الخطية 

يجب أن تحدد له وظيفة واحدة فقط» ولكل وظيفة يجب أن يحدد لها عامل واحد فقط. 
وبالتالى ob‏ الحل 1= x,‏ يعنى أن العامل 7 سيكون من نصيبه الوظيفة 

j‏ و0= »× لكل رع #» وكذلك 0= ,د لكل di‏ من ذلك يتضح أن 

الشر ط: 


يعني أن الوظيفة j‏ ستكون من نصيب عامل واحد فقط. من الواضح أن الهدف هو 
تحديد أفصل تعيين بحيث تكون WS‏ الإجمالية أقل ما يمكن. بشكل عام يمكن 
كتابته مشكلة التعيين هذه بالشكل الرياضى التال: 


iT Fi 
mun 2 2 Cij Aij 
i=] j=l 
S.t. 
IF 
E , =l en 
j=l 


والتى يمكن sale!‏ كتابتها على الشكل : 


min /f(x)=e'x 
S.t. 
Ax =1 
x20 


يتضح W‏ من هذا الشكل أن مشكلة التوظيف ما هى إلا حالة خاصة من مسألة JEN‏ 


العامة حيث Hl = Fl‏ وحيث != به و 1= رط لجميع jal‏ 


)5 7 i)i b 
Le] حل مسموح به لمسألة التعيين ستكون مساوية‎ GY ×, إن جميع المتغيرات‎ 
صفر أو واحد.‎ 


dla l 
أن يكون أحد المتغيرات فقط‎ LY af بالنظر ملياً لشر وط مسألة التعيين نجد‎ 
مساوياً للواحد فى كل صف وكذلك ال حال بالنسبة لكل عمود. وبذا فإنه في حالة‎ 
من المتغيرات :د كل منها يساوي الواحد‎ n ا لحل المسموح به لابد أن يكون هناك‎ 

Ll‏ باقى المتغيرات فهى أصفار. 

با أن أى صف (أو عمود) من صفوف (أعمدة) مصفوفة الأساس سيحوى على 
الأكثر على عنصر واحد فقط غير صفري» لذا فإنه سيكون هناك على الأكثر n‏ من 
المتغيرات الأساسية تأخذ القيمة واحد. وحيث إنه بالنسبة لمشكلة النقل العامة فإن 
sl‏ حل منتظم Non degenerate‏ سیحوی على 1 - 2۸ من المتغرات الأساسية GEE‏ 
حل لمشكلة التعيين سيحوى 1-1 من المتغيرات الأساسية ذات القيمة صفر. أي أن 


5 الا الرياضية a= al‏ الخطية 


هذه ULM‏ تعتير مسألة سيئة الانتظام Highly degenerate‏ بالتالي O‏ تطبيق خوارزمية 
النقل عليها لن يكون عمداء (وذلك OY‏ سوء الانتظام قد يؤدي إلى دوران). ولابد 
من اللجوء إلى طرائق أكثر فعالية» وبالفعل فلقد قام رياضيان من هنغاريا بوصف 
خوارزمية ذات فعالية عالية لحل هذه ALAM‏ وقد عرفت بالخوارزمية الهنغارية والتي 
عممت فيط بعد إلى الطريقة المعروفة باسم طريقة الأصلية - المقابلة Primal-Dual‏ 
method‏ لمسائل ae J!‏ الخطية بشكلها العام. 


قبل البدء بدراسة هذه الخوارزمية فإننا سنبدأ بدراسة بعض الأمور الرئيسة. التي تمهد 


الطريق لتلك الخوارزمية 
(٦ Y 5 \)‏ ثنائية مسألة التعيين Duality of Assignment Problem‏ 
الشكل العام للثنائية هو: 


FE FE 
max Du + Dv 
i=l ji 0 
HV SC, J - 1, ...ىل‎ 


U,V,‏ غير مقيدة 

: نحصل عل‎ Weak Complementary Slackness ال‎ 4, i وباستخدام‎ 

le; = v,) Xx; =0 4 /7=1,2,....n 

بالتالى فإذا استطعنا إيجاد مجموعه من الحلول المسموح سا u's, vis & x's‏ 
gis Aly‏ شر وط نظرية ال Olè Complementary Slackness‏ هذه المجموعة ستكون 
d gle ie pat‏ مثل. 


حل بعضي البرامج الخطية الخاصة ۲۹ 


تعريف )7% ,1,1( 
نعر ف المصفوفة المختزلة Reduced matrix‏ ب 


Ĉĉ; = Cy =U; = V; 


أي تلك المصفوفة التي نحصل عليها بطرح من كل صف أصغر pate‏ في ذلك 
الصف ثم نطرح من كل عمود من أعمدة المصفوفة الناتجة أقل عنصر في ذلك العمود. 
يكفي أن ننوه هنا (دون برهان) أن الحل الأمثل لمسألة التوظيف لن Sly‏ عند إجراء 
هذا النوع من الاختزال. 
(rT hte‏ 

باعتبار المصفوفة: 


ye 





المصفوفة النانجة بعد طرح القيمة الصغرى من كل صف هي : 





Column min 


1 
0 
5 
0 
0) 


yyy‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


بالتالى Ob‏ المصفوفة المختزلة هى: 


1030 
O12 1| . 

=p 
5 2 02| ° 
0 3 1 0 


نظرية )0 ,%,1( 
إن أكبر عدد من الخلايا الصفرية المستقلة في المصفوفة المختزلة يساوي أقل 
عدد ممكن من الخطوط التي تغطي جميع أصفار المصفوفة المختزلة. بعد هذه المقدمة 
الموجزة نقدم OYI‏ شرحاأ للخوارزمية المنغارية. 
)9 ,%,1( الخوار زمية المنغارية Hungarian Algorithm‏ 
تعتير هذه الطريقة التمهيد لطريقة الأصلية - المقابلة (Primal-Dual‏ 
حيث نبدأ هذه الخوارزمية بالمرحلة البدائية ASV‏ 
أولا: من مصفوفة معاملات التكلفة Cy‏ نضع u, = min}; j‏ لكل صف i‏ 
ثانيا: ثم نضع =min(c,—u,)‏ ر۷ لكل عمود Ney cj‏ نكون قد ضمنا بان 
+ بلة > ره ستكون محققه على الأقل مرة واحدة لكل صف 
ولكل عمود. 
الثا: نحصل عل المصفوفة المختزلة ,نا - ,۷ Ĉĉ; =C;‏ ثم ننتقل إلى الخطوات 
الرئيسة التالية: 


e‏ ارسم fil‏ عدد ممكن من الخطوط خلال صفوف وأعمدة المصفوفة 
المختزلة لتغطي جميع أصفارها. إذا كان ote‏ الخطوط مساوياً n‏ فإن الحل 
أمثل» و إلا انتقل إلى الخطوة الثانية. 

« اختر اقل قيمة غير مغطاة. اطرح هذه القيمة من كل عنصر من العناصر 
غير المغطاة. وأضف هذا العنصر إلى كل عنصر مغطى بخطين (خط من 
العمود وخط من الصف). ثم عد إلى الخطوة السابقة. 

مثال )°,%,1( 
اعتدر مصفوفة التكلفة التالية: 


Row min 





المصفوفة الناتجة بعد طرح القيمة الصغرى من كل صف هي : 





[ 240 3 
0 2 473 
0 6 5 7 2 
0 2 3 0 3 
6 0 1 O | 
Column min 
0 0 1 0 1 


£ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


بالتالى Ob‏ المصفوفة المختزلة هى: 


l 2 3 0 2 
0 2 3 7 2 
064 7 [1 
0 2 2 0 2 
5--80--9--89--0 


أي أن عدد الخطوط هي ثلاثة والتى لا تساوي 5= on‏ الآن أقل قيمة غير 
مغطاة هي 1. نطرحها من جميع القيم غير المغطاة ونضيفها إلى جميع العناصر المغطاة 
بخطين فنحصل عل : 


I 1 2 0 1 
0 1 2 7 1 
0 5 3 7 0 
0 1 1 0 1 
T-0-0-T-0 


ote‏ الخطوط هو أربعةء وهذا أيضا لا يساوى خسة. نكرر: أقل قيمة غير مغطاة هى 
1. نطرحها من جميع القيم غير المغطاة ونضيقها إلى جميع العناصر المغطاة بخطين من 
هذا نحصل على : 


حل بعضص البرامج الخطة أخاصة YO‏ 


os 2 2 
2 © حل‎ oc © 
لے‎ 
MN ليه‎ [© 
© هدم‎ o = = 


عدد الخطوط هو خسةء لذا فإنالحل الأمثل هو: 1 = Xp = Xy = Xs = Xy =X,‏ 

وجميع المتغيرات الأخرى هي أصفار. إن هذا الحل المسموح به الذي تصولنا إليه هو 
الحل الأمثلء إذ إن التكلفة في المصفوفة المختزلة الأخيرة لايمكن جعلها أقل من 
الصفر. 


Network Analysis تحليل الشبكات‎ (1, £) 
Introduction 4.140 (1, £, \) 

يمثل الرأس (1) في الشكل ebal‏ بئر بترول» بينها يمثل الرأس )6( محطة تكرير. 
الرؤوس المتبقية تمثل محطات لتقوية ضخ البترول. كذلك تمثل الأضلاع الواصلة بين 
الرؤوس المختلفة أنابيب يمكن استخدامها لنقل البترول من البئر إلى حطة التكرير» 
ley‏ تدل الأعداد المعطاة على الأضلاع على السعة القصوى لكل أنبوب. 


۲۲٦‏ الأسس الرياضية is U‏ الخطية 


t 

i 

È 

و ظ | 
hh‏ 
6 


الشكل )5.2,.١(‏ 
السؤال OV‏ ما هى أكبر كمية من البترول الخام يمكن نقلها عبر شبكة الأنابيب 
fala‏ 
قبل البدء في دراسة مثل هذا السؤال نقدم فيا يلي بعض التعاريف والمبادئ الأولية. 
تعريف )595,١(‏ 
بافتراض أن (17,8) N=‏ هو راسم موجه متصل بسيط» حيث ispat V‏ 
رؤوس الراسم Eg Vertices‏ مجموعة أضلاعه Edges‏ فإننا نقول AN ob‏ 
شبكه نقل أو للسهولة نقول N Ob‏ هي شبكه Network‏ إذا تحققت 
الشروط الاتية: 
© يوجد عنصم واحد häi‏ من عناصر المجموعة V‏ ذو درجة داخلة Indegree‏ 
مساوية للصفر. نسمي هذا الرأس Source adb‏ وعادة سيعطى الرقم 
)1( 
© يوجد عنصر واحد فقط من عناص المجموعة 17 ذو درجة خارجة Out‏ 
degree‏ مساوية للصفر. نسمى هذا الرأس المصب Sink‏ وعادة سيعطى 
الرقم (n)‏ حيث n‏ عدد عناصر المجموعة V‏ 


حل بعض البرامج الخطية الخاصة TTY‏ 
o‏ توجد all‏ من المجموعة E‏ إلى مجموعه الأعداد الحقيقية غير السالبة 
تحدد لكل als‏ (ر,© bie‏ حقيقياً غير سالب ,© يسمى بسعة 


Capacity‏ ذلك الضلع. 


مثال Y)‏ ,£ ,1( 
الشكل(١ E‏ ,1( يمثل شبكة منبعها الرأس )1( ومصبها الرأس )6( ودالتها: 


CE جد‎ 7 


والمعرف بالحدول التالي: 





+|*|*1** )ةلس 


تعريف (7, 5 و") 


إذا كانت N = (V, E)‏ شبكة» وكانت × داله تعين لكل عنصر (i /( © ٤‏ 


late‏ حقيقيا غير سالب ox,‏ فإن هذه الدالة تسمى Flow Lass‏ إذا حققت الشروط 


#لکل £ = (ر i,‏ فإن: 


#لكل رأس غير المنبع والمصب فإن: 


YYA‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


| XK; = | 0 f= 22; i—i 
j=] j=] 
بعد تعريف:‎ US 5 
x =0 VC, j)eE 
ملاحظات‎ 


(E, J) عبر الضلع‎ aL Xij لس‎ © 


eej يسمى بالتدفق الداخل للرأس‎ Day ob FEV لأي رأس‎ ٠ 
i=] 


يسمى Ds,‏ بالتدفق الخارج. 
باستخدام تسسات فإن الشرط الثاني في التعريف ۳-٤-٦‏ أعلاه بي 
أن التدفق الداخل GY‏ رأس يكون مساويا للتدفق الخارج من ذلك الرأس. إن هذه 
الخاصة تعرف بقانون حفظ الطاقة. 
مثال )£ ٤,‏ ,5) 
الدالة × المعرفة بالجدول GV‏ تعرف تدفقاً للشبكة ال موضحة في الشكل 
20 الساف) 


as 
Rl 4) 8 4 5 S 





حل بعض البرامج الخطية الخاصة 4+ 
فعلى سبيل المثال التدفق الداخل للراسن 4 يساوى 3 = om,‏ وهذا يساوى التدفق 
الخارج من الرأس 4 والذي هو: 


Xaa T X45 = 1+7=3‏ 
sy‏ التدفق الخارج من المنبع يساوى: 


5-5 +2 ح رونا + Xa‏ 


أما التدفق الداخل إلى المصب فهو: 
Xa + = 3+ 2- 5‏ 
من هنا نلاحظ أن التدفق الخارج من المنبع يساوي التدفق الداخل إلى المصب. 
إن هذه الملاحظة لا تقتصر على هذا المثال بل هي عامة كما سنبرهن ذلك في النظرية 
التالية: 
نظرية (5 ٤,‏ , 5) 
إذا كانت* داله تعرف تدفقا عبر الشبكة Ob N=(V,E)‏ قيمة pad‏ 


الخارج من المنبع يساوي قيمة التدفق الداخل إلى المصبء أي أن: 


n شاد‎ 
ا‎ 3 2 
j=l j=l 
البرهان‎ 
Olle 


۰ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


( 2 2)2 = ر2 


(i) seek JEYK rev 


xy = Lox 


(i, jJEE jel ie 


ols لدا‎ 


2 (D4) = 2)2 xy) 


fev لاع‎ JEV E~ 


Dar - 0 is > x, = 0 ob ack يوجد تدفق داخل إلى‎ Val وحيث‎ 


ley fey 


وذلك لدم وجود تدفق خارج من المصب (OL SUIS‏ 


3 Xij — 2 x, =0 


rEV eV 


لكل feV—{Ln}‏ وذلك باستخدام قانون حفظ الطاقة. بتعويض هذه القيم في 
العلاقة السابقة نحصل على : 


n n 
» Ai = 2 Ain 
i=] (=| 


vy \ Lals] البرامج الخطة‎ pas حل‎ 


أى أن مجموع قيم التدفق الخارج من المنبع تساوي مجموع قيم التدفق الداخل إلى 
‘sal‏ 
i‏ (1 ,£,1( 


إذا كانت × دالة تعرف تدفقاً فى الشبكة N = (V, E)‏ فإن القيمة: 


تسم بقيمة التدفق × . 
Y)‏ ,£ ,1( الصيغة الرياضية لمسألة التدفق الأعظم 


Mathematical Model for Maximal Flow Problem 


إن مسألة التدفق الأعظم يمكن صياغتها بالشكل الرياضي الآتي: 


T il 
59 = Ss, = Fae 
i=l i=] 
S.t 
n A 
> او‎ =k =2,3,....n-1 
į =] j=l 
US2, Se; l,j =1,2,...,n 


وهذه مسألة من مسائل البريجة الخطية والتى يمكن Ye‏ باستخدام إحدى 
الطرائق العامة المعروفة كطريقة السميلكس مثلا. إلا أنه نظرا للتكوين الخاص لمذه 
المسألةء ونظرا لأغميتها العملية فهناك طرائق خاصة | ذات كفاية أعلى مر LUS‏ 
الخوارزميات العامة. لهذا فإننا سندرس خوارزمية خاصة مبذه المسألة تأخذ في 
الاعتبار الشكل الخاص ہا. 


yry‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


)1,£,1( خوارزمية حساب التدفق الأعظمي Maximal flow algorithm‏ 

الخوارزمية التي سنتعرض لشرحها هنا ذات طبيعة تكرارية بمعنى أننا نبدأ 
بتدفق ما ( عادة نبدأ بالتدفق الصفري gle‏ نضع j=l.. n‏ 0= 2 ) ثم 
نحاول زيادة التدفق إلى أن نصل إلى مرحلة لا نستطيع بعدها زيادة قيمة التدفق 
الأعظمى. 

إن المرحلة الرئيسة فى هذه الخوارزمية هي مرحله زيادة قيمة التدفق والتي 
تتطلب إيجاد مسار من المنبع إلى المصب. إن المسار ومفهومه يلعب دوراً رئيساً هناء لذا 
فإننا نقدم فيم| يل بعض المفاهيم والمصطلحات المهمة. 


Maximal Flow Uniqueness ,و( عدم وحدانية التدفق الأعظم‎ ٤, É) 


نظرية ٤ V)‏ ,1( 
التدفق الأعظمي ليس وحيداً. 
مثال (۸ ٤,‏ , 5) 


باعتبار الشبكة الموضحة بالشكل E, Y)‏ , 5): 


هي !+ كاد 
4 9 
6 2 2 را 
6 
5 - 3 
5 


)٦, 4, Y) الشكل‎ 


حيث الأعداد الموضوعة على الأضلاع تدل على سعة كل ضلع. هذه الشبكة 


سنوضح فيا بعد أن قيمة التدفق الأعظمي هي 12 والتي يمكن الحصول عليها 
بالتدفق xy‏ الموضح بالشكل EY)‏ ,1( 


4 4( 2 
4 5 
6 2 
0 
6 4 
5( ,}3 
الشكل )1,8,1( 
أو بالتدفق رر الموضح بالشكل ٤, E)‏ ,1( 
ar ARA‏ 
M‏ " 
6 2-21 | 1 
6 3 
65 ي3 


الشكل )8,£,1( 


المثال أعلاه يوضح النظرية السابقة. 
)0 ,£ ,1( المسارات وأنواعها فى الشبكات Paths in Networks‏ 

باعتبار الشبكة N= (V, E)‏ » عند حذف الاتجاهات الموجودة على أضلاع 
الشبكة نحصل على راسم غير موجه. المسارات التى سنتعرض لدراستها هنا 
هى مسارات على الراسم غير الموجه المرتبط بالشبكة N=(V,E)‏ بافتراض أن 


yre‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


P=(1,2,...,7)‏ عبارة عن مسار من المنبع إلى الملصب» فإننا نميز بين النوعين الآتيين 
من أضلاع jes eS‏ 
تعريف (5,9 ,") 

إذا كان (i,j)‏ هو أحد أضلاع المسار P‏ وكان اتجاه هذا الضلع من i‏ إلى j‏ 
فإننا نقول ob‏ الضلع (i, j)‏ هو ضلع أمامي LÍ » Forward‏ إذا كان اتجاه هذا الضلع 
من 7 إلى 1 فإننا نسميه ضلع عکسی Reverse or Backward‏ 
مثال ١٠١(‏ ,1,6( 


في الشكل (5 ٤,‏ ,3): 


5 سه 3 


)٦, ٤, ١( الشكل‎ 


المسار 1)1,2(2)2,4(4)4,6(6 = P‏ جميع أضلاعه أمامية lee‏ في المسار 
P = 1(1,2)2(2,3)3(3,5)5(5,6)6‏ فإن الضلع (2,3) عكسي وباقى أضلاعه أمامية. 
نظرية )٦, ٤, ١١(‏ 

إذا کان P‏ مسارا من منبع إلى مصب الشبكة N = (V, E)‏ وكانت الشروط 


الاتية محققة: 


حل بعض البرامج الخطية الخاصة Yo‏ 





uy i 
P عكسي في المسار‎ ale [Si 
Xij > () 
روصم‎ 
if (i, j) 
(6.3) 
if (i, J) 
وبتعريف‎ 
Xij (1, j) EL 
کے‎ tA (i, j) كج‎ © 
XK = 0 (1, 7( € 11 
حت‎ 


y= ) P (أضلاع المسار‎ 

(أضلاع المسار P‏ الأمامية) P=‏ 
> 

(أضلاع المسار ۶ العكسية = (TI‏ 


فإن × يعرف تدفقا ذا قيمه تزيد عن قيمة التدفق x‏ بالمقدار ك . 
dla l‏ 

حتى نبرهن أن إضافةت لكل ضلع أمامي وطرحها من كل ضلع عكسى 
سيعطي تدفقاً '* فإن علينا أن نيرهن أن × تحافظ على قانون حفظ الطاقة» بمعنى 


‘Ob JFL n آنه لای رأس‎ 


IF IT 
ak $ 
رم- رارم‎ Xx = 9 
i=! k=l 


CO GIL الان‎ tab 
فمن‎ PUM الحالة الأولى: إذا لم يكن الرأس  واحداً من رؤوس‎ 
التدفق‎ OY أن قانون حفظ الطاقة سيكون محققاً؛ وذلك‎ UL الواضح في هذه‎ 
الجديد × يكون مساوياً بالتعريف للتدفق السابق د والذي بطبيعة الحال سيكون‎ 

uae‏ لقانون حفظ الطاقة. 

الحالة الثانية: إذا كان الرأس j‏ أحد رؤوس المسار P‏ . فى هذه الحالة فإن × 
ا Lt‏ القيمة +O‏ ,× أو القيمة les .× - OD‏ أن Xi‏ هو ee‏ تدفق فكل 
مانحتاجه هو أن نوضح بأن ال a's‏ ستلغي بعضها ببعض. الآن GY‏ رأس GI‏ 
السار ob P‏ التغير في التدفق سيحدث فقط في الضلعين (i J) (k)‏ الملامسين 
لذلك الرأس. لذا Ob‏ علينا أن نوضح أن ال a's‏ ستلغى بعضها ببعض في هذين 
الضلعين فقط. فيا يلي نوضح ذلك بمناقشة الأوضاع المختلفة هذين الضلعين: 


حل بعض البرامج الخطية الخاصة TYV‏ 

LANS ٠‏ أمامي أو LANS‏ عكسى: في هذه الحالة فإن واحدة من ال O'S‏ ستقء 

في المجموع الأيسر في المعادلة السابقة والأخرى ستقع في المجموع الأيمن 
وبالتالي eb‏ سيلغيان بعضها بعضاً. 

٠‏ أحدهما أمامي والآخر عكسى: في هذه op JL‏ ال a's‏ الأولى والثانية 

تقعان في نفس المجموع ولكن بإشارتين مختلفتين. وبالتالي kep‏ سيلغيان 

من المناقشة السابقة يتضح لنا أن :د سيكون محققاً لقانون حفظ الطاقة. 

وبالتالى فإن ;× تمثل تدفقاً جديداً. بقى علينا أن نبرهن أن قيمة التدفق ;× تزيد عن 

قيمة التدفق x;‏ بالمقدار 60 . من أجل هذا سنفر JË‏ أن قيمة التدفق × ھی SYI. v‏ 


Zz => X 
k 
ا أن واحد من الرؤوس سيقع ضمن المسار ۴ » ليكن الرأس ” مثلاء لذا فإن:‎ 


$ È * 
<= > Tu t Xir 
E 


kær 


= > Su + (x,, + wo) 
kær 


=) x + 00 
k 


=v+@ 


YYA‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


)1,6,5( خوار زمية العنونة The Labeling Algorithm‏ 
يمكننا OVI‏ الاعتماد على النظرية السابقة في بناء خوارزمية ذات كفاية عالية 
لإيجاد التدفق الأعظمي في الشبكات. كل ما نحتاجه هو أن نبداً بتدفق ما وليكن 
التدفق الصفري Ute‏ ثم نحاول إيجاد مسار لتحسين ذلك التدفق» إن كان ذلك 
LS‏ سنب رهن في| بعد أنه في حالة عدم وجود مثل هذه المسارات والتي تحقق شر وط 

النظرية السابقة فإن التدفق سيكون أمثلياً ومهذا نتوقف. 

تتلخص هذه الخوارزمية ble‏ 

las -١‏ بالتدفق الصفري ونعنون كل ضلع بالزوج المرتب (Cy)‏ ثم 
نجری الخطوات الاتية: 

-١‏ عنون الرأس 1 أي المنبع بالعنوان "منبع" واجعل 1 أول عنصر في القائمة 


۳- بافتراض أن i‏ هو dsl‏ عنصر في £ ولكل رأس / غير معنون بحيث 
إن عزن 
e‏ إذا كان (i, j)‏ ضلعاً أمامياً وكانت ,× < c‏ فعنون الرأس j‏ بالزوج 
المرتب li j)‏ ثم ضع j‏ في آخر Lisl‏ 
« إذا كان (i,j)‏ ضلعاً عكسياً أي (DEE‏ وكانت 0< x,‏ فعنون 
الرأس i‏ بالزوج المرتب ii)‏ ثم ضع j‏ في آخر القائمة 1 . 
5 - احذف i‏ من القائمة 1 . 
- كرّر الخطوتين ٠١٤‏ أعلاه حتى تصبح القائمة L‏ فارغة. 
5 - احسب التدفق LIL!‏ باستخدام (6.3). 


حل بعضص البرامج الخطة Yq ialt‏ 


مثال(؟ ١‏ .5 5) 
احسب قيمة التدفق الأعظم في الشكل (1 ٤,‏ ,1): 


/ a £ 4 s 
2 
1 | 6 
3 2 
3 : 5 2 
اا‎ 


١‏ - في البداية نبدأ بالتدفق الصفري ونعنون كل ضلع من أضلاع الشبكة 
بالزوج (Cy, Xy) wd gil‏ ء LS‏ هو مبين في الشكل JV)‏ 3 ,1( 


)3:0( >4 بد (t0)‏ 2 )3,0( 
7 )2,0( 5 1 
م a‏ )2,0( 
الشكل )¥,1,2( 


؟- نتبع الخطوات من 0-7 في خوارزمية العنونة فنحصل على المسار التالي: 


P:1(1,2)2(2,4)4(4,6)6 


vi»‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 
۳- نتبع الخطوات من 5-5 في خوارزمية العنونة لحساب ت فنجد أن: 


æ = min (3,4,3) = 3 


oe ae + & 
Aab × لم تحسبا‎ 


si as Ma ya, A دع‎ 
a _ اي‎ û 2 
x, =O others t, J 


الدورة ASUS‏ 
نبدأ بالتدفق الجديد ونعيد الخطوات السابقة: 
٠‏ نتبع الخطوات من 0-7 في خوارزمية العنونة فنحصل على المسار التالي: 


P:1(1,3)3(3,5)5(5,6)6 


© نتبع الخطوات من 5-5 في خوارزمية العنونة CLD‏ ت فنجد أن: 


æ = min (2,1,2) = 1 


3 p mi + $ 


X = Xy = Xy = 3 
Xj = Xi = X35 = Xg = | 
x, =O others i,j 


الدورة الثالثة 
as‏ بالتدفق الجديد ونعيد الخطوات السابقة: 


۲٤1 haldi البرامج الخطة‎ J= حل‎ 


ه نتبع الخطوات من 0-7 في خوارزمية العنونة فنحصل على المسار التالي: 


P:1(1,3)3(3,4)4(4,2)2(2,5)3(5,6)6 


© نتبع الخطوات من 5-5 في خوارزمية العنونة لحساب @ فنجد Ol‏ 


æ = min(1,2,3,2,1) =] 


æ , F ; * + Ls 
Xi = یړ‎ = 3 


Xy = 9X56 = Xy = ورد‎ 52 


Aas = N35 = Ag = | 


الدورة الرابعة 

Tas‏ بالتدفق الجديد ونعيد الخطوات السابقة: 
تتبع الخطوات من 5-7 في خوارزمية العنونة فنعنون الرأس ١‏ ثم لا نستطيع عنونة 
أي رأس أخر وبالتالي نكون قد حصلنا على التدفق الأعظميى ذي القيمة 5 
الموضح في الشكل(8, 5 CV,‏ 


E3‏ لاسن الرياضية is pU‏ الخطة 


E, TIL 
احسب قيمة التدفق الأعظم في الشبكة الآتية:‎ 


2 (2,0) ا‎ 6 
(3,0) ˆ (80) 
(7,0) 5 (8,0) 
(4,0) 3 60) 3 76,0) 7 
(8,0) 
(9,0) 
A 


الشكل )4 ,4 ,1( 
الدورة الأولى 

SA بالتدفق الصفري ونعنون لكل ضلع بالزوج‎ las في البداية‎ -١ 
كما هو مبين في الشكل السابق.‎ (Cy oy) 

؟- نتبع الخطوات من 5-7 في خوارزمية العنونة فنحصل على المسار التالي: 


P:1(1,2)2(2,5)5(5,7)7 


۳- نتبع الخطوات من 5-5 في خوارزمية العنونة OLD‏ ت فنجد أن: 


@ = min (6,2,7) = 2 


ثم نحسب Xp‏ فنجد: 


A. = $ 
1 -af i 
x, =0 others i,j 


الدورة الثانية 
نبدأ بالتدفق الجديد ونعيد الخطوات السابقة: 
٠‏ نتبع الخطوات من ٥-۲‏ في خوارزمية العنونة فنحصل على المسار التالي: 


P:1(1,3)3(3,5)5(5,7)7 


* نتبع الخطوات من 5-5 في خوارزمية العنونة لحساب © فنجد أن: 


@ = min (4,5,4) = 4 


A + 5 = «*‏ 
دم سيا i‏ مجك 
2 = و = ورد 
Z 435 =4‏ وھ 


x 
i = 
بود‎ = 6 


x, =0 others i,j 


الدورة الثالثة 
نبدأ بالتدفق الحديد ونعيد الخطو ol‏ السابقة: 
ه نتبع الخطوات من 0-7 في خوارزمية العنونة فنحصل على المسار التالي: 


1 الأسس الرياضية للبريجة الخطية 


P11,4)4(4,5)5(5,6)6((6,7)7 


ه نتبع الخطوات من 5-5 في خوارزمية العنونة لحساب O‏ فنجد أن: 


w = min(8.8,9,8) = 8 


2= كي 
X35 =4‏ = ورد 
X; = 4X =6‏ 
=X, =8‏ وړ = Xss‏ = ی 


x, =O others i, j 


الدورة الرابعة 

نبد بالتدفق الجديد ونعيد الخطوات السابقة: 
نتبع الخطوات من ٥-۲‏ في خوارزمية العنونة فنعنون الرأس 1 ثم نعنون الرأس 2 
خلال الضلع )1,2( ثم لا نستطيع عنونة أي رأس sel‏ وبالتالي نكون قد حصلنا 
على التدفق الأعظم ذي القيمة 14 الموضح في الشكل CT E A)‏ 


2 (2.2) ب‎ 6 
(4,4) 3 (6,4) > 6.6) i 
(8,8) 
(9,8) 
4 
(V5 ٤, ٠١( الشكل‎ 


£,V)‏ ,1( نظرية التدفق الأعظمى - القاطع الأصغر 


The Max-Flow, Min-Cut Theorem 
نقدم فيا يلي بعض الأمور الرئيسة المتعلقة بمفهوم القاطع وعلاقته بمسألة‎ 


التدفق الأعظم. 
تعريف ١5(‏ و5 ,") 

باعتبار الشبكة c N = (V, E)‏ يعرف القاطع بأنه أي تجزئه لمجموع الرؤوس 
إلى مجموعتين منفصلتين بحيث يقع المنبع في أحدها وتسمى مجموعة المنبع وبحيث 
يقع المصب في الأخرى وتسمى مجموعة المصب. 

أى أن القاطع {ST}‏ في الشبكة N‏ يتكون من مجموعة الرؤوس S‏ 
ومكملتها 7 بحيث أن الرأس 5 1٤‏ والرأس eT‏ فعلى سبيل المثال فى الشبكة 
الل ا 


7" الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


6 ب )2,0( 2 
)8,0( )9,0( 
)8,0( - )7,0( 
: 60 > )36.0 )4,0( | 
)8,0( 

(9,0) 
(١ 4 
)5,5,1١١( الشكل‎ 


التجزئة (1,2,5) = S‏ و }4,3,6,7{ = T‏ وتعرف القاطع .C={S,T}‏ 
تعريف )10,£,1( 

تعرف سعة القاطع (5,7) -©» والتي يرمز لها بالرمز leb Cop‏ سعة 
الأضلاع الواصلة من الرأس في مجموعة المنبع 5 إلى رأس في مجموعة المصب T‏ 
فعلى سبيل المثال سعة القاطع المعرف أعلاه للشبكة السابقة هي : 





C=C, + يونا‎ +C =4+8+6=18 


حل ا ت ۷ 
نظرية ٤, ۱١(‏ ,1( 
باعتبار القاطع (5,7] C=‏ إذا كانت 2 هي قيمة تدفق ما × في شبكة ماء 
فإن: 


res rey 
yer yer 


أي أن قيمة أي تدفق تساوي قيمة التدفق عبر الأضلاع الواصلة من رأس في مجموعة 
المنبع إلى رأس في مجموعة المصب مطروحا منها التدفق عبر الأضلاع الواصلة بالاتجاه 
المعاكس . 
البرهان 

نکون شبكه جديده كا يلي نستبدل جميع pote‏ المجموعة T‏ بالرأس 
ntl‏ » ثم نصل pobe‏ المجموعة 5 بهذا الرأس stl‏ وذلك باستبدال كل ضلع 
من الشكل (i,j)‏ حيث 1> FES,‏ بضلع من الشكل n+l)‏ وكل ضلع من 
الشكل (j,i)‏ حيث 5 »ع ,7 ع تر بضلع من الشكل n. (ntl, j)‏ فتكون بذلك قد 
حصلنا على شبكة جديدة منبعها 1 ومصبها 7+1 با أن قيمة التدفق الخارج من المنبع 
لم يتغير ويساوي ez‏ وحيث إن التدفق الخارج من المنبع يساوي التدفق الداخل إلى 
المصبء لذا فإن 2 = S Xaa‏ ولكن التدفق الداخل إلى المصب 7+1 هو الفرق 
بين قيم تدفقات الأضلاع الواصلة من 5 إلى 7 وقيم تدفقات الأضلاع الواصلة من 
MT‏ 5 


VSA‏ الأسس الرياضية ie U‏ الخطية 


لدا فإن: 


وهدا ينهي برهان النظرية. 
نظرية (1,£,1V)‏ 

باعتبار القاطع }8,7{ C=‏ إذا كانت 2 هي قيمة تدفق ما × في شبكة cle‏ 
فان: 
ب > ج 
أي أن قيمة أي تدفق هي دوماً أقل من أو تساوي سعة أي قاطع مأخوذ في الشبكة. 
ola pl‏ 

SV x, So, Olle‏ ضلع (i,j)‏ حيث 7 » تررك ٤‏ : بالتالي Ob‏ المجموع 
الأول في النظرية السابقة لن يزيد عن op WAS (Cop‏ طرح الكميات الموجبة في 
المجموع الثاني سيؤدي إلى قيمة أقل من السابقة بالتالي فإن: 
Oe‏ كه 
تتحقق المساوة فقط عندما يكون Cy‏ هو القاطع الأصغر أي القاطع ذو السعة 
ee‏ 

يلعب القاطع الأصغر دوراً bee‏ في دراسة التدفق الأعظمي توضحه النظرية 
التالية: 
نظرية(۱۸ ,£ ,1( القاطع الأصغر - التدفق الأعظمى Min-Max Theorem‏ 

سعة القاطع الأصغر تساوي قيمة التدفق الأعظمي. 


حل بعضي البرامج الخطية الخاصة ۲4 
دمكنه الرجوع إلى Bazaraa[3] WES‏ 


)1,1( برهن أن مصفوفة النقل هى مصفوفة مثلثية علوية. 
)4,1( اعتير مسألة النقل الآتيه: 


9 8 12 
c=|10 10 12 
5 9 |l 





-Y‏ اكتب مسألة Jal‏ بشكل صريح. 
۳-اكتب الثنائية هذه المسألة على فرض أن جميع المتغيرات في المسألة الأصلية 


Yor‏ الأسس الرياضية للبرمجة الخطية 


٤‏ - أوجد حلا أمثلياً للثنائية. 
0٠(‏ باعتبار مسألة النقل حيث: 


10 12 13 8 14 19 18 
15 18 12 16 19 20| |2 
C=” 16 13 14 10 18| |39 
19 18 20 21 12 13 14 


b=[10 11 13 20 24 15] 


ا 


cel (1, £)‏ مسألة النقل الأتية: 


.T 


1 2 4 
=l; , 1 a=(5, 10) b=(8, 5, 2( 


١‏ - اكتب الصيغة الرياضية لحذه المسألة. 
-Y‏ اكتب المصفوفة A‏ بشكل صريح. 


احا Ye ue‏ أمثلياً هذه المسالة باستخدام خوارزمية النقل. 


)6 , 5) باعتبار 1 النقل حت 


663 9 2 90 

8 7 5 Ff 5 70 
C= | L a = 

3 4 8 2 7 110 

6002 9 150 


Yo | 


حل بعضص البرامج haldi ihti‏ 


b=|100 40 100 60 120] 


اكتب الصياغة الرياضية لمسألة النقل ثم اكتب الصياغة الرياضية للبرنامج المقابل ثم 


حله. 
(,5) أوجد الحل الأمثل لمسألة النقل التالية: 


“| 
إا 


12 9 3 40 


||| 


V)‏ ,1( باعتبار مسألة النقل التالية أوجد الحل الأمثل ها: 





b‏ [- زرا ل 
نكا ہما خخ Ii‏ 
= کے غم 06 


A)‏ ,1( حل مسألة التوظيف التالية بواسطة طريقة النقل: 





RES مجة‎ pl لاسن الرياضية‎ y 4 y 


حل المسألة المذكورة بواسطة طريقة التوظيف. 


ASV التدفق الأعظم من المنبع (1) إلى المصب (6) في الشبكة‎ teh, A) 


í :‏ : 1 
1 
1 
1 
6 2 2 
3 | £ 
5 1 
)١, ٠١(‏ أوجد التدفق الأعظم لمسألة الشبكة الآتية: 
4 
3 4 2 
4 9 
6 2 1 
8 
®5 3 


الملادق 


Appendixes 


ملحق (1): الحاسوب والبرمجة الخطية 
Computer and Linear Programming‏ 


إنطلاقاً من إياننا Ob‏ الحاسوب قد يلعب دوراً ايجابياً في ترسيخ المفاهيم الرياضية 
ضمن شروط هامة منها 

as *‏ النظر الى الحاسوب. 

ه خسن اخثيار Sas‏ 42 

فإذا نظر الى الحاسوب وكأنه مجموعة من الخدم الالكترنيين نقوم بتعليمهم 
يعض المفاهيم أو الخوارزميات الرياضية. فإننا خلال تعليمهم نعلّم ذاتنا. ويشترط 
لذلك أن تتوفر لغة برمجة هيكلية وملائمة بحيث تجعل من مهمة تعليمهم مهمة سهلة 
وممتعة. إن لغة ماتلاب Aly Matlab‏ هي احتصارا ل fone”‏ مصفوفات تعتير 
اللغة الأمثل لمقرر كمقرر البرمجة الخطية. ونرى أنه يمكن استخدامها كداعم قوي 
لترسيخ بعض مفاهيم هذا المقرر في المجالات الثلاث الرئيسية الاتية: 


oe of 
مجال التعليم من خلال البرمجة‎ 

في هذا المجال نرى أن يقوم القارئ ببرمجة كل خوارزمية يدرسها By‏ هذا كما 
اشرنا سابقاً فائدة في تعليم ذاته. وقد زودنا القارئ ببعض الأمثلة لبعض البرامج ) 
انظر ملحق ب ). 
le‏ اجراء تجارب عددية 

يمكن للقارئ بعد توفر البرامج الخاصة بخوارزميات المقرر أن يقوم باجراء 
تجارب عددية لدراسة فعالية تلك الخوارزميات. مماتتيح الفرصة لناقشة مسائل عملية 
ومتعددة. 
جال الرسم 

يعتبر ماتلاب قمة في رسم المصفوفات وحيث أن تصميم العديد من 
خوارزميات هذا المقرر تعتمد على بنية المصفوفة المتعلقة بالمسألة والتى يمكن مشاهدة 
بنيتها برسم المصفوفة (انظر مثال لرسم مصفوفة النقل) وبنيتها الخاصة التى أوحت 
بخوارزمية النقل. 





الشكل رقم AN)‏ 





Yo‏ الملاحق 
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الشكل رقم AY)‏ 


ملحق (ب): نصوص بعض البرامج 
Some Core Programms‏ 
نقدم في هذا الملحق نصوصاً ALIS‏ للبرامج الآتية: 
Ya‏ برنامج bsm‏ 
يقوم هذا البرنامج بحل البرنامج الخطي المعطى بطريقة السمبلكس. وفيا يلي 


نص هذا البرنامج 
function x=bsm(A,b,c,ch)‏ 

% The basic SIMPLEX method. Given A,b,c and ch 
Se Either the max or the min of cx 1s obtained 1n x. 
Se A 15 the matrix without the unit matrix 

% bis the rhs and c is the cost coefficients. 

Ge ch is either ‘min’ if the problem is minimization or 
06 ‘max’ If maximization. 

o ---- November 1992 ------ 

Gi, 

O serso 


Yov gaul 


o BSM uses the follwing subroutines:- 

Je * pops “the pivoting operations routine” 

Ye * dpevl "the routine for determining the pivot element” 
fe * it uses also the matlab routines PLOT & BAR. 


end 
To constructing the augumented matrix. 
[m,n}j=size( A); 
A=[A,eye(m)]; 
[mn]=size( A); 
Sonbv=number of basic variables 
fonnv=number of nonbasic variables 
nbv=m: 
11111--11- 
d=zeros(1,nbv+1); 
r=[c,d]; 
A=[A,b:r] 
So IB index of basic variables 
So IN index of nonbasic variables 
for 1=I:nnv, 
IN(ij=1; 
end 
for i=l:nbv, 
IB(ij=n-m-+41; 
end 
o computing the solution x 
x=[zeros(1,nnv),b']; 
Semnl = maximum no of iterations allowed. 
111111-50 
R=A; 
for ji=l:mni, 
sw): 
ctl =1; 
[x 1,x2]=bar(x): 
plot(x1 x2) 
title([‘the bfs at tablue... 'snum2str(ji)]) „pause 
Ge here 1s the procedure DPEV 1...... 
ria 
[s,t.sw]=dpev1(R); 
if sw==1, 
if ~all(Rirr.IN)), 


YoA‏ الملاحق 


end 
break 
end 
if sw==2, 
break 
end 
disp(‘the pivot element is the element ') 
e=[s,t]; 
disple) 
Ye here 1s the procedure POPS.... 
R=pops(R,3s,t); 
disp(R) 
disp(’ ') 
disp(‘press any key to continue......") 
pause 
temp=IB(s); 
IB(s)=t: 
disp( here is the basic elements index '( 
disp(IB) 
IN(find(IN==t))=temp:; 
disp(' and here is the non-basics.....’) 
displ IN) 
pause 
x=zeros(1.n); 
cr=nby+nnv+1; 
irnbv+1; 
for u=I:nbv, 
x(IB(i1))=R(i1,cr); 
end 
z(j1)=-R(1r,cr); 
end 
z=[0,z]; 
[zx zyļ=bar{z); 
plot(zx,zy) 
tıtle(' the objective function’), pause 
if ctl==mmni, 
disp(‘maximum no. of iteration 1s reached without’) 
disp(obtaining the optimal solution....') 
displ’... — ere 
disp’ the program limits the no. of iteration by 50°) 
disp(if more is needed modify mni in the procedure BSM and rerun..’) 
end 


Yoq در‎ 


ويستخدم برنامج bsm‏ المرناجين nS YI‏ 
- برنامح [P۷1‏ الذي پستخد م خوارزمية بلاند لتحديد المتغيرات الداخلة 
والمتغيرات المغادرة. وف یل ope‏ هذا البرنامح 


function [s,t,sw]=dpev1 (A) 

To This procedure uses BLAND'S rule to output the 

Yeplvot position sét. 

Ye The input matrix must be the whole augumented matrix.1.e 
% A represent the standared SIMPLEX tablueu as defined in 
“oe Luenberger-Linear and nonlinear programming-. 


[m,n]=size(A); 


Û 
o checking for optimality..... 
if A(m,:)>=-0.00001, 
disp(‘the current soultion 1s optimal’) 
sw=l; 
else 
%e determining the pivot column...... 
On 
ti=find( A(m,:)<0 & abs(A(m,:))> LO“(-5)); 
t=11(1): 
%e determining the pivot row.... 
o 
mm=m- l; 
if all( A(l:mm,)s=Û), 
disp(‘the problem has an unbounded solution! ....') 
sw=2; 
else 
for ww=1:mm, 
if ACww,t)<=0, 
rr(ww)=- 1; 
else 
r(ww)=A(ww,t)\ACww,n); 
end 
end 
yy=find(rr>=0); 
[yy.s]=min(rr(j)); 
s=Ij(s); 
end 
end 


TT‏ الملاحق 


چ 


المحورية على مصفوفة معطاة. وفيا يل نص هذا البرنامج 
function A=pops(A,3s,t)‏ 
Given a matrix A and a pivot position s&t. The new matrix‏ 
Yoresulting from the pivoting operations 1s outputed.‏ 
55 -= ما 
“eThis procedure is used inside the BSM procedure.‏ 
On‏ 
[m,n}j=size( A);‏ 
for 1=1:m,‏ 
for j=I:n,‏ 
if i=s,‏ 
bj J=AG,))/A(s,0);‏ 
else‏ 
b(i,j)=A(i,j)-A(i.D*A(s,j/JA(s,Û:‏ 
end‏ 
if abs(b(1,)))<10%(-6),‏ 
b(1J)=0;‏ 
end‏ 
end‏ 
end‏ 
A=b;‏ 


ثانياً: برنامج ۴۴20 
يقوم هذا البرنامج برسم المنطقة المسموح بها في البعد الثنائى لبرنامج خطي 
معطى. leds‏ يلي نص هذا البرنامج 
function fr2d(a,b)‏ 


Ge Draws the 2D feasible region of a given LP problem 
Ce 
[m,n]=size(a); 
ifn ~= 2, 
disp(‘your matrix should have two columns only..’) 
return 
end 
mx=]; 
my=l; 
for j=1:2, 
for 1=l:m, 
if a(i,1)==—0, 
x1=0; 





YT — 


x?7=mMx: 
y1=b(i)/a(i,2); 
y2=yl; 
elseif a(1,2)==0, 
x 1=b(1)/a(i. 1); 
x2=x 1: 
yl=0; 
y2=my; 
else 
x1=b(1)/a(1, 1); 
y1=0; 
y¥2=b(1)/a(i,2); 
x?=0: 
if y2<0, 
y2=my; 
x2=(b(1)-a(i,2)*y2)/a(i, 1); 
end 
if x10, 
xl=mx;: 
y l=(b()-a(i, 1)*x1)/a(i,2); 
end 
end 
x(1)=x1; 
1,11 
21: 
y(2,1)=y2; 
xt=max{[|xl x2]): 
yt=max([yl y2]); 
if xt>mx, 
111-21: 
end 
if yt>my, 
my=yt, 
end 
end 
end 
plot(x,y) 
title(The Feasible Region’) 


pause 


JN yay 
0701 برنامج‎ “WE 
اعتهادا على خوارزمية الركن الشمالي الغربي. وفيها يلي نص هذا البرنامج‎ 


function nwe01(a,b) 
o compute a basic feasible solution for the transportation problem 
e using the North West Corner Method 
% 
i=1;j=1; 
[rb cb]=size{b); 
[ra caļ=size{a); 
n=max(rb,cb):; 
m=max(ra,ca); 
c=zeros(m,n): 
k=max(n,m): 
while 1<=m , 
if a(i)>b(j). 
c(i =bQ); 
a(ij=a(1)-bQ); 
b(j)=0; 
=j+l; 
elseif a(i)<b(j), 
c(i j)=a(i); 
b(j)=b(j)-a(i); 
a(1)=0; 
i=i+1: 
else 
c(i =ali); 
b(j)=b(j)-a(i); 
a(1)=0; 
=+]; 
end 
end 
disp(‘The solution is .... ') 
C 


رابعاً: برنامج TRANSM‏ 
يقوم هذا البرنامج بتكوين مصفوفة النقل ورسمها. وفيا يلي نص هذا 
البرنامج 


wha الملاحق‎ 
function transm 
Ye draws the transportation matrix 
17 
n=10;m=12; 
f=zeros(m,n); 
for i=1:m, 
for j=1:n, 
f(i,(i-1)*n+))=1; 
end 
end 
l=eye(n);for 1=2:m,1=[l,eye(n) ];end 
a=[f;1]; 
mesh(a) 


ملحق 2“ i‏ استخدام WL‏ 
How to Use Matlab‏ 
نرى al‏ افضل وسيلة لتعلم اوامر وامكانيات ماتلاب هي بالمارسة 


المباشرة. ويعطي الامر HELP‏ قائمة بالمواضيع التي يقدم ماتلاب شرحا عن عملاها 
مبتدأ بالدوال المعرفة ومنتقلاً الى الملفات المتوفرة. 

نقدم فيا يلي شرحا ختصراً لبعض امكانات ماتلاب تاركين للقارئ فرصة الاستمتاع 
بالتعرف بنفسه على باقي الامكانات الحائلة غير المذكورة هنا. 

أولاً: مؤثرات مصفوفات ومتحهات 

XHY +‏ يجمع مصموفتين من نفس الرتبة. 

= الا ير يطرح المصفوف × من المصفوف Y‏ 

YX *‏ يحسب حاصل ضرب المصفوفتين. 

XY .*‏ يجري عملية الضرب على أساس pate‏ في المصفوف × بالعنصر 
المقابل له في المصفوف ۲. 


X۷ /‏ القسمة من اليمين تعنى نتحسب INV(Y)‏ *× . 


an ٤ 


X/Y .‏ يجري عملية القسمة على أساس pore‏ فى المصفوف × بالعنصر 
المقابل له بي المصفوف Y‏ 
YX ١‏ القسمة من اليسار تعنى تحسب INV )×(* Y‏ . 
xm ^‏ يجري عملية القوى أي يعطي "× . 
XAn ^‏ يجري عملية القوى بشكل pase‏ لعنصر. 
× يعطى منقول مرافق مصفوفة أي X‏ 

ثانياً: مؤثرات منطقية وعلاقية 
يستخدم ماتلاب المؤثرات العلاقية =,=,=<,=>,<.> كا يستخدم المؤثرات المنطقية 
-,|,:» لتعنى AND,OR,NOT‏ على الترتيب. 
‘WE‏ رموز وقيم خاصة 

ظ يستخم هذا الرمز للجمل التوضحية. 

EPS‏ الدقة النسبية للنقطة العائمة. 

INF‏ قيمة too‏ التي foley‏ معها الحاسوب. 


MAk, Bid PI 


لافنا 


FLOPS‏ عداد يحوى عدد العمليات اللتسابية. 


Lal,‏ الرسم 





PLOT(X,Y)‏ يرسم المتجه × مع المتجه Y‏ يمكن اضافة علاقات خاصة 
والوان عند الرسم عدة متجهات على نفس الورقة (الشاشة). 
POLAR(T.R)‏ يرسم باستخدام الاحداثيات القطبية مستخدما الزاوية T‏ 


بالرديان» ونصف القطر R‏ 


لرسم السطوح» MESH(Z)‏ يعطي صورة في البعد الثلاثي للمصفوفة 


Yio ‘aes 
كارتفاعات فوق المستوى.‎ Z مستخدما قيم‎ 7 


BAR(X)‏ يعطى عناصر X‏ على شكل أعمدة. 
(.....' 1 يعنون الرسم بالعنوان المعطى ضمن الحاصرتين. 


Oye XLABELM(......’)‏ عور السيئات بالعنوان المعطى ضمن 
الحاصرتين. 

YLABEL(.....’)‏ يعنون عور الصادات بالعنوان المعطى ضمن 
الحاصرتين. 


TEXT(XY.......’)‏ يكتب ها بين الحاصرتين عند dea!‏ المحددة 
lela YL‏ . 
ببق الرسم. لحذف تأثير هذا الأمر يستخدم HOLD OFF‏ 
يمسح ما على شاشة الرسم. 
SUBPLOT(m,n,p)‏ عر ts‏ نافدة الرسم الى نوافذ» ويستخدم النافدة 
م . SUBPLOT(2,2,3)‏ مثلا يقسم الشاشة الى اربع مناطق للرسم 
ويستخدم المنطقة الثالئة للر سم. 
يظهر شاشة الرسم 


BAR 


TITLE 


ALABEL 


YLABEL 


HOLD 
CLG 


SUBPLOT 
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خامسا: معالحة المصفوفات 


متجه عمودي يحوي pols‏ القطر × من X‏ 

المصفوفة المثلثية السفلية والواقعة على وتحت القطر K‏ من 
X‏ 

المصفوفة المثلثية العلوية والواقعة على وفوق القطر K‏ من 
X‏ 

معرّف في الماتلاب عدة معايير لقياس المصفوفات منها: 
daw‏ اكبر قيمة شاذة في × . 

بعصي اكبر مجموع عمودي بالقيمة المطلقة. 

.NORM(X) نفس‎ 

مقياس المالا نباية يعطي اكبر مجموع صفي بالقيمة المطلقة. 
معيار فر وبئيس . 

كذلك للمتجهات فهناك المقاييس التالية: 

معيار 2-م للمتجهات. 

-NORM(V,2) نفس‎ 

يعطى اكبر عنصر في المتجه بالقيمة المطلقة. 

يعطي اصغر عنصر في المتجه بالقيمة المطلقة. 

COND(X)‏ يعطى العدد الشرطى للمصفوفة. 

يعطي مصفوفة من NX MIS JI‏ جميع la pole‏ أصفاراً. 
يعطي مصفوفة الوحدة JL,‏ 

يعطى مصفوفة ۸× 1 جميع عناصرها 1. 


بعطى مصفوفة عشوائية من XMAS Si‏ 





DIAG(X,BK) 


TRIL(A,K) 


TRIU(X,K) 


NORM 


NORM(X) 
NORM(X, 1) 
NORM(X,2) 


NORM(X. inf) 
NORM(X,'fro’) 


NORM(V,p) 
NORM(V) 
NORM(V inf) 
NORM(V,-inf) 
COND 
ZEROS(N,M) 
EYE(N) 
ONES(N) 


RAND(N,M) 
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ALH بالتعويض‎ LX=B يحل المعادلة‎ 
RT ea ی‎ 

يعطي القيم والمتجهات المميزة للمصفوفة K‏ 
يعطى تحليل LU‏ للمصفوفة X‏ 

LX=B je‏ بطريقة اقل المربعات غير السالبة. 
يعطي تحليل QR‏ للمصفوفة 

يعطي قاعدة متعامدة لمدى JAN‏ 


يعطى تحليل القيمة الشاذة. 
يعطي مصفوفة شور T‏ ومصفوفة U‏ بحيث إل 
„X=U*TU"‏ 


يعطى محددة المصفوفة المربعة ×. 
يعطى أثر المصغوفة X‏ 


سادسا: تحليل المصفوفات 


BACKSUB(L,B) 
CHOL(X) 
EIG(X) 

LU(X) 

NNLS(X) 
QR(X) 
ORTH(A) 


SVD(X) 


SCHUR(X) 


DET(A) 
١ 
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